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A feladat

Kvadratikus egyenldtlenségrendszerek

@ Primal feladat

<
gi(z) <
z €R”, f,g; : R" — R kvadratikus (z7 Az +b"x + )

o Elégséges feltétel

A € RY, amelyre f(x) + Z)\igi(x) >0, Vz € R"

@ Mikor sziikséges is?
o Regularitasi feltétel (Slater)
e Konvex fliggvények
o m =1 (S-lemma, Yakubovich, 1971) o
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A feladat

Az S-lemma

@ Yakubovich, 1971
Ha 37 : g(z) < 0, akkor az alabbi két &llitds ekvivalens:

o PreR™: f(x) <0, g(x) <0

e Jy >0: f(z) + yg(xz) > 0 minden z-re
@ Konvexitds nélkil!

o Rejtett konvexitas
o Alkalmazasok

o Ljapunov-féle stabilitasvizsgalat

o Ellipszoidtartalmazas

o Szamitdgépes grafika
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kkészlet konvexitdsa
vexitds
Altaldnos konvexitds

Médszerek

Megoldasi moédszerek

Homogenizalas
o Csak , kevés" egyenlet esetén
@ SDP relaxacié

o Rangkorlatozott linedris matrixegyenlotlenségek
e Viszonylag uj terilet

Az egyuttes numerikus értékkészlet konvexitdsa
o Klasszikus elmélet (Hausdorff, Toplitz)

Altaldnos konvexitas
e Konig, Ky Fan
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Médszerek

Jelolések

e Matrixok
S™: n x n valés szimmetrikus matrixok
PS™ C S™: pozitiv szemidefinit matrixok >, =
FeG = Tr(FG)=Tr(GF) skaldrszorzat
@ Primal feladat — homogén alak
2T Az <0, 27 B2z <0, 2 € R nem megoldhaté
@ Dual feladat — homogén alak
XA >0, amelyre A+ AB =0
o Regularitési feltétel (Slater)

Jz: 7 Bx <0
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Homogenizilas
xacioé

H erikus értékkészlet konvexitdsa
Médszerek . e

Homogenizalas

o Két egyenl6tlenségre

T +20T e+ < 0
2l Ao + ng:n +c < 0

@ Homogenizalé valtozé

2T Ajx + 2b1Txt 4+t < 0
al Agx 4 263wt + cot> < 0

o Eredeti megoldhaté < homogén megoldhaté és ¢t = 1

@ At = 0 esetet a Slater-feltétellel zarjuk ki. oY el
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Homogenizalas

SDP relaxacié

A numerikus értékkészlet konvexitasa
Rangfeltétel és konvexitas

Altaldnos konvexitds

Médszerek

SDP relaxacid

TAz < 0 Aezzl < 0 AeX < 0
TBr < 0 <= Bexxl < 0 +— BeX < 0
zeR” rank (X) = 1

X = 0

=

o Pataki, 1998: A C S™ affin altér, dim A > (”) — (T+2) 11,
PS"NA#0, = 3X € PS" N A, amelyre rank (X) < r.

@ Barvinok, 2001: A C S™ affin altér, dim A = (2) ( 2)
PS™ N A #  és korlatos
= 3 X € PS" N A, amelyre rank (X) <.

e r =1 + Farkas + Slater <= S-lemma o
NB: 7 = 1 miatt a masodik eset csak n > 3-ra miikodik CHE
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Homogenizalas

SDP relaxacié

A numerikus készlet konvexitdsa
Rangfeltétel Xi

Altaldnos konvexitds

Médszerek

Bizonyitdsok

o Pataki, 1998: A C S™ affin altér, dim A > (7) — ("$?) + 1,
PS"NA#0, = 3 X € PS" N A, amelyre rank (X) <.
o Elemi, geometriai
o Konstruktiv, s6t polinomialis

@ Barvinok, 2001: A C S™ affin altér, dim A = (g) - (T;2),
PS™ N A # () és korldtos
= 3 X € PS" N A, amelyre rank (X) <.

e Nem elemi, differencidlgeometriai
e Nem konstruktiv, nincs algoritmus
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s értékkészlet konvexitdsa
Rangfeltétel és konvexitas
Altaldnos konvexitds

Médszerek

A numerikus értékkészlet konvexitasa

@ A primal feladat nem megoldhaté

& R_xRgN {(xTAa;,xTBx) czeR"} =0

konvex! (ISirnes, 1941)

@ Kicsit dltaldnosabb eredmény
(Poljak, 1998) n > 3, az A, B1, By matrixoknak van PD
linearis kombinacidjuk

= {(xTAx,xTle, T Box) : x € R"}  konvex

@ Szeparacids bizonyitds

@ Norma-feltétel Primizaton
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Homogenizalas

SDP relaxacié

A numerikus értékkészlet konvexitasa
Rangfeltétel és konvexitas

Altaldnos konvexitds

Médszerek

A rangfeltétel és a konvexitas ekvivalencidja

o Az {(#7 Az,2"Bz) : « € R"} halmaz konvexitasa

o y,z €R", A €0,1]
o Kell: x € R"

tTAz = MTAy+(1-2)2TAz
tTBr = M By+(1—)N2'Bz

o X = 2z” a kdvetkezd rendszer 1-rangli megoldasa

AeX = XMl Ay+(1—-NzTAz
BeX = MN!'By+(1-)Nz'Bz

o Pataki: Iétezik 1-rangli megoldds vanced
aboratory
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s értékkészlet konvexitdsa
Rangfeltétel és konvexitas
Altaldnos konvexitds

Médszerek

Magasabb rangt megoldasok

@ Konvex-e

T T
E m;frAlxi,...,Za:;-rAmxi CR™ x, eR" i=1,...,r7
i=1 =1

@ Ekvivalens alakban
{A1eX,..., A, e X} CR™ X € R™" rank (X) <r

° le konvexitdsi eredmények
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értékkészlet konvexitasa
Rangfeltétel és konvexitds
Altaldnos konvexitds

Médszerek

Altalanos konvexitas

o Konig-konvexitads f : X — Y, Vz1, o € X létezik x3, amelyre

2f(x3)=f(21) + f(22)

rendezés: x Ry < y—x € K CY zart, konvex, ,,szép” kip
o |llés és Kassay, 1994
Legyen f: X — Y Konig-konvex, f(z) < 0 nem megoldhaté
= Jy € K£*\ {0} amelyre (y, f(z)) >0,Vz e X.
@ Hogyan lehet a Konig-konvexitast bizonyitani?

folytonossag
egylttes értékkészlet konvexitasa
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s é észlet konvexitasa
Rangfeltétel és konvexitds
Altaldnos konvexitds

Médszerek

Konig-linearitds

o f,g9:R"™ — R homogén kvadratikus

o F(z):=(f(z),9(z)), K =RY
o {F(z):x € R"} konvexitdsa miatt

Vr1, 29 € R" Jz3: F(x3) = F(x1) + F(x2),

vagyis F' Konig-linearis.

@ Tovabbi figgvények?
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Z3ré gondolatok

Z4aré gondolatok, tovabbi lehet6ségek

@ Tovabbi elégséges feltételek

e Ramana, 1995: NP-teljes (nem meglepd)
e negativ eredmények

@ Bonyolultabb fiiggvények

e Poljak, 2001: , kis" gomb képe konvex
o Altaldnosabb dualitds

o Elégséges matrixok

@ SOS optimalizalas
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Z3ré gondolatok
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Figure: {(z7Az,2"Bz) : z € R"}
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