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Kivonat

A bels6pontos algoritmusok elméletének egyik érdekes kérdése a kis-
és a nagylépéses modszerek komplexitasvizsgalata. Mig a gyakorlatban
az utobbiak mtkédnek jobban, a kislépéses eljarasok elméleti komple-
xitasa jobb. Az utobbi évek egyik jelentds eredménye Peng, Roos és
Terlaky [5] nevéhez fiiz8dik, akik onregularis tavolsagfiiggvények segitsé-
gével megmutattak, hogy a nagylépéses belsGpontos moédszer legfeljebb
O (y/nlognlog(n/e)) lépésben ¢ pontosaggal megoldja a linearis opti-
malizalasi feladatot, ezzel sokat javitottak az addigi O (nlog(n/e)) ered-
ményen, bar a komplexitds még mindig elmarad a kislépéses modszerek
O (/nlog(n/e)) lépésszamatol.

Cikkiinkben a monoton linearis komplementaritasi feladaton mutat-
juk be az algoritmus egy tjabb, egyszertsitett elemzését. A cikk alapjaul
Salahi és Terlaky [10] cikke szolgal.

1. Bevezetés

A bels6pontos algoritmusok 1984-es megjelenésével [2] lehet6vé valt olyan nagy
méret linearis optimalizalasi feladatok megoldasa is, amelyeket a szimplex mod-
szerrel akkor nem, vagy csak kevésbé hatékonyan lehetett megoldani. Tiz évvel
kés6bb Nesterov és Nemirovski [4] vezették be az Onkorlatozo fiiggvényeket,
amelyek segitségével még altalanosabb konvex optimalizalasi feladatokat (mint
pl. a szemidefinit vagy a masodrendiikiap-optimalizalasi feladat) is polinomialis
id6 alatt lehetett megoldani. A szemidefinit optimalizalési feladatokat leghaté-
konyabban belsGpontos modszerekkel oldhatjuk meg. A belsGpontos algoritmu-
sokrol b&vebben a [8, 9, 13, 14] munkakban, illetve magyarul a [3, 7] szakdolgo-
zatokban olvashatunk.
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Ebben a cikkben a monoton lineéaris komplementaritési feladaton mutatjuk
be egy adaptiv lépéses, énregularis fliggvényeket hasznald belsGpontos algorit-
mus teljes elemzését. A bizonyitas teljes, vagyis nem tartalmaz més belsépontos
cikkekre utalé kiilsé hivatkozasokat.

2. A monoton linearis komplementaritisi feladat

A linearis komplementaritési feladat &ltalanos alakja' a kévetkezé:

Mx+q=s
z,s>0 (MLCP)
xs =0,

ahol M € R™ " z,s,q € R™, az xs szorzatot pedig koordinatanként értjiik
(Hadamard-szorzat), vagyis s = (2151, ..., Znsn)’ . A tovdbbiakban feltessziik,
hogy az MLCP feladat monoton, vagyis M egy pozitiv szemidefinit, de nem
feltétleniil szimmetrikus matrix. Ezzel az MLCP feladat tartalmazza a linearis
és a konvex kvadratikus optimalizalasi feladatot is.

Jeldlje RY} az n-dimenzi¢s, minden koordinatajukban pozitiv vektorokat, R
pedig az n-dimenziés nemnegativ vektorokat. Definidljuk a kdvetkezé halmazo-
kat:

Megengedett megoldasok: F = {(x, s) € Ré’b cMx+q= s}

Szigortan megengedett megoldasok (belsé pontok):
Fr={(z,s) eRI": Mz + q = s}

Komplementaris (optimalis) megoldasok:
Fo={(z,s) eRY : Mz +q=s, xs =0}

A tovabbiakban feltessziik, hogy a szigortian megengedett megoldasok F hal-
maza nem ires, vagyis 1étezik belsd pont.
Az MLCP feladat centrélis utjan a szokisos modon az

Mx+q=s
z,s>0 (2.1)
TS = ue

1Sz0kas a linearis komplementaritasi feladatot a latszolag altalanosabb

Qx4+ Rs = —q
zs =0
z,s >0

alakban is targyalni, ahol feltessziik, hogy a [Q|R] € R"*2™ matrix teljes rangt. Ez a Q = M,
R = —1I esetben éppen a fenti definiciot adja. Azonban mivel feltettiik, hogy [Q|R] teljes
rangu, ezért az x és s vektorok megfeleld koordinatait kicserélve mindig elérhetd, hogy az R
matrix invertalhat6 legyen, vagyis a két felirds lényegében ekvivalens.



rendszer megoldashalmazat értjiik, ahol > 0 és e = (1,...,1). A belsGpontos
algoritmusok egyik alapkove az a mara mar klasszikusnak tekinthet eredmény,
hogy ha létezik belsg pont, akkor az M matrixra tett feltevés miatt a fenti
rendszer megoldasa minden p > 0 esetén létezik és egyértelmd, lasd példaul
a [7, 9, 11, 12, 14] miiveket. Jelolje ezt a megoldast (x(u),s(p)). A centrélis
ut tehéat egyparaméteres gorbe a primal-duél valtozok terében. Az is kénnyen
lathato, hogy a centralis ut p — 0 esetén az MLCP feladat egy megoldisahoz
tart.

2.1. Klasszikus bels6pontos moédszerek

A primal-duél belsGpontos algoritmusok a centralis utat kdvetik, pontosabban a
centrélis Ut kérnyezetében haladnak. A kornyezetet altalaban a kévetkezSképpen
definidljuk:

N, 1) ={(z,8) : (z,5) >0, Mz + q=s, ®(z,s,u) <n(n,7), p >0}, (2.2)

ahol ®(z, s, u) fliggvény méri a tavolsagot, n(n, ) pedig a kdrnyezet nagysagat
szabalyozza.? Vegyiik észre, hogy a tévolsag fiigg p-t6l is.

(z + alz, s+ als) U(w,s,p1) <T

1. abra. Utkovets eljaras mikodése

A Kklasszikus belsSpontos modszerek (lasd az 2. 4bra algoritmusat és a 1.
abrat) egy (z, s) belsé ponthol indulnak, s6t még azt is feltehetjiik, hogy p =1
esetén (z,s) € N(n,7). Az optimalis halmazhoz akkor keriiliink kozelebb, ha a
centralis ut p' := (1 — 0)p paraméterhez tartozéd pontja felé probalunk ellépni.
Ehhez a kivetkez§ Newton-rendszert oldjuk meg:

MAx —As =0

2.3
sAx + 2As = p'e — xs. 2:3)

2 A kiilonbdz tavolsagfiiggvényekkel kapcsolatban lasd még a [9, 13] kényveket.



Input:
Pontossag: € > 0
Tavolsag a centralis attol: 7 > vy
Frissitési paraméter: 0 < 6 < 1
(20,5%) és u® = 1, amelyekkel ®(2°,s°, u0) <7
Output: z és s, amelyekre 275 < ¢
zi=2% 5:=5° pu:=pu
while nuy > ¢ do
pi=(1-0)u
while ®(z,s, 1) > 7 do
Az és As kiszamitasa (2.4) alapjan
Az « lépéshossz kiszamitasa
r:=x+ alAzx, s := s+ als
end while
end while

1

2. abra. Klasszikus Newton-lépéses tatkovets algoritmus

Koénnyen ellenérizhetd, hogy a rendszer megoldasa

Az = (S+XM)  (y'e — as)

(2.4)
As = MAz,

ahol X és S az zx illetve az s vektorokat tartalmazéd diagonélis matrixok. Ha
létezik bels6 pont, akkor ez a rendszer minden g > 0 esetén megoldhaté, tovabba
az M métrixra tett feltevés miatt a megoldas egyértelmt.? Mivel a Newton-
rendszerben a kvadratikus tagot elhanyagoltuk, ezért nem biztos, hogy a teljes
(Az, As) lépést megtehetjiik, a megoldas inkabb csak egy iranyt jelol ki. A
lépéshosszt az o € (0, 1] paraméter szabalyozza, vagyis a lépés utan kapott pont
(z+aAx, s+ aAs). Célunk, hogy ez a pont minél kbzelebb legyen a centralis ut
p-hoz tartozd pontjahoz, mikézben a nemnegativitési feltételt is kielégiti. Ezt
addig ismételjiik, amig elég kozel nem keriiltiink, ekkor p értékét (1 — 0)u-re
csokkentjiik és megint Newton-lépésekkel folytatjuk. Az eljaras akkor ér véget,
ha a dualitasrés elér egy megadott értéket, vagyis az aktudlis pont bizonyos
hibahataron beliil megoldja a feladatot.
A p paraméter értékét tobbféle modon cstkkenthetjiik:

A p paramétert minden lépésben (1 — 6)u-re cseréljiik, vagyis rogzitett
konstanssal szorzunk. Ezek a nagylépéses algoritmusok.

(1 — 6,)p-t vesziink, ahol példaul 6, = ﬁ Igy mikodnek a kislépéses
eljarasok.

3A létezés és az egyértelmiiség bizonyitasa megtalalhaté pl. a [7, 9, 12] munkakban.



o Az el6zd lehetGség egyik véltozata az, amikor a cstkkentés mértéke fiigg
az algoritmus aktualis iteracidjatol, vagyis adaptivan valtoztatjuk a p pa-
raméter értékét, erre mutatunk példat a kovetkezd szakaszban.

Furcsa ellentmondas, hogy a gyakorlatban a nagylépéses modszerek hatékonyab-
bak, mikizben a kislépéses eljarasok elméleti komplexitasa jobb: O (y/nlog 2) a
klasszikus Newton-lépéses algoritmusok O (nlog ), illetve az nregularis fiigg-
vényeket haszndlo algoritmusok O (y/nlognlog?) komplexitasa helyett. Nyi-
tott kérdés, hogy elérheté-e a jobb komplexitas a nagylépéses modszerekkel. A
téméarol bévebben lasd az [1, 9, 13, 14] miiveket.

2.2. Az atskalazott rendszer
Legyen v =, /% és vezessiik be a kovetkezs jeloléseket:

d, = EAI’, ds = YAs. (2.5)
T s
Tekintsiik a kovetkez6 Newton-rendszert:
Apdy =ds, dp+ds = —-V¥(v), (2.6)

ahol Ay = pVSTMVS~L Ha W(v) = L= 5™ jogy, (a logaritmikus
barrierfiiggvény), akkor éppen a klasszikus (2.3) Newton-rendszert kapjuk. In-
nen az is latszik, hogy — megfelel¢ skalazas utan — az eredeti (2.3) rendszer
megoldéasa a U(v) fliggvény vetitett legmeredekebb cstkkenési iranyanak felel
meg.

Bizonyos feltételek teljesiilése esetén természetesen valaszthatunk mas U ta-
volsagfiiggvényt is. ElGszor is célszert a tavolsagfiiggvényt az imént bevezetett
v valtozé fliggvényének tekinteni, ekkor a centralis it pontjaira v = e teljesil.
Masrészt, mivel minden koordinatat egyforman szeretnénk kezelni ezért kézen-
fekvs a U(v) = >, ¥(v;) vélasztas valamilyen alkalmas ¢ fiiggvénnyel. A ¢
fliggvényrsl mindenképpen fel kell tenniink, hogy nemnegativ, ¥ (1) = 0, vala-
mint t(t) — oo ha t — 0 vagy t — oco. A komplexitas elemzéséhez ennél tobbre
lesz sziikségiink, errdl szol a kovetkezd szakasz.

3. Onregularis fiiggvények és tulajdonsagaik

Az 6nregularis fliggvényeket Peng, Roos és Terlaky [5] definialta elszor és hasz-
nélta belsGpontos algoritmusokban tavolsagfiiggvényként.

3.1. Az Onregularis fliggvények definicidja

3.1. Definicié (Onregularis fiiggvény). A ¥(t) : R, — Ry figguényt on-
regularisnak (self-reqular) nevezzik, ha kélszer folytonosan differencidlhatd és
kielégiti az alabbi két feltételt:



SR1 A teljes értelmezési tartomdnydn szigordan konvex, a t = 1 pontban
globdlis minimuma van, amelyre (1) = ¢’'(1) = 0. Léteznek tovdbb vo >
v1 >0 és p,q > 1 konstansok, hogy minden t > 0-ra

v (P77 < () S vy (P 1Y) (3.1)
SR2 Minden t1,t3 > 0-ra és v € [0,1]-re
Y (t1ty") < rp(ty) + (1 —r)(ta). (3.2)

Az elsé feltétel egy szigoru konvexitési tulajdonsdgot kévetel meg a 1-rél, vala-
mint azt, hogy a 0 és a végtelen kizelében megfelelGen névekedjen, a méasodik
pedig szintén egy konvexitasi tulajdonsag, amely ekvivalens 1 (exp(€)) konvexi-
tasaval.

A szokdsos médon legyen v =, /2 és definiéljuk a centrlis utat (2.1) alap-
jan. Legyen tovabba ¢ : Ry — Rg Onregularis fiiggvény. Ekkor a centralis att6l
mért tavolsagot a

Oz, 5, p1) 1= W(v) = 3 _v(vi) (3.3)

képlettel definidlhatjuk.

El6szor vizsgaljuk meg, hogy értelmes-e ez a definici6. Egy (x,s) pontpér
pontosan akkor van rajta a centralis Gton, ha xs = pe, vagyis v = e. Ebben az
esetben ®(x, s, 1) = 0, s6t — a 1 fliggvény szigort konvexitasa miatt — a forditott
allités is igaz. Masrészt, ha az (x, s) vektor valamelyik koordinatéja ,kozel van”
0-hoz, akkor ®(z,s,u) ,nagy lesz”, ami azt jelenti, hogy a fenti ® fliggvény
egyszerre biinteti a centralis uttél valo eltavolodast és a megengedett tartomany
hatérahoz valé kozeledést, megfelelve a fent kirdtt kovetelményeknek. A kétféle

Felmeriilhet még a kérdés, hogy létezik-e egyaltalan 6nregularis fiiggvény.
Erre konnyen valaszolhatunk, hiszen (1) = ¢’(1) = 0 miatt

w(t)Z/t/Cw"(é“)dde- (3.4)

Ha most a v1 = v, = 1 esetet tekintjiik, akkor azt kapjuk, hogy " (t) =
tP=1 +¢7179 ami az SR1 tulajdonsagnal megkdvetelt (1) = ' (1) = 0 feltéte-
lekkel egyiitt egyértelmiien meghataroz egy ¥ (t) fliggvényt. Ezt a fliggvényt a
tovabbiakban T, 4(t)-vel jel6ljiik.
|
Coplp+1)
P+l 1 =4 _ 1 p—q
Y,.(t) = + +
pal?) pp+1)  ale—=1)  pq (

Vegyiik észre, hogy Y, ,(t) — Yp1(t) ha ¢ — 1.

-1
T,1(t) —logt + pT(t— 1)

t—1), g>1.



Az dnreguléris fliggvények masik fontos osztalya a I'y, ,(t) csalad:

P+l =9 _ 1
r,.t) =
p.a(t) PN + 71— 1

) p Z 17q > 17 (3'6)
ahol* v =1 és 1y = q.

3.2. Az Onregularis fiiggvények alapvets tulajdonsagai

SR2 feltétel kapcsolatat.

3.2. Lemma ([5]). Legyen ¢ : Ry — Rg kétszer folytonosan differencidlhaté
figguény. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

1. A Y(t) fiigguény kielégiti az SR2 feltételt.

2. A Y(exp(§)), £ € R figguény konvex.

3. Minden t > 0 esetén ' (t) + typ" (t) > 0.

4. Minden ty,t2 > 0 esetén ¢ (Viitz) < 39(t1) + 59(t2).

Szintén kénnyen igazolhatok az alédbbi tulajdonsagok, részletes bizonyitdsaik
megtalalhatok [5]-ben.

3.3. Allitas ([5]). Ha a 1 (t),vo(t) fiigguények onreguldrisak, akkor dnrequld-
ris minden 111+ Pa02, b1, B2 > 0, 81+ 82 > 0 pozitiv linedris kombindcidjuk is,
tehdt az énreguldris figgvények halmaza konvex kip. Ha (t) onreguldris, akkor
—1(t) nem az, vagyis a kip hegyes. Végil az donreguldris figguények kipje nem
zAart.

A kovetkezd allitas az Onregularis fliggvények néhany alapvetd és hasznos
tulajdonsagat tartalmazza.

3.4. Allitas. Legyen Q0 és Qo rendre az SR1 illetve az SR2 feltételt kielégité
fiiggvények halmaza és legyen t > 0. A kovetkezdk igazak:

1. Legyen (t) € Qq, ekkor |14/ ()| < 29(t).

2. Ha ¥(t) € Q1 és vy = vo, akkor 1(t) onreguldris.
3. Ha 9(t) € Qy, akkor 2uia(t) < o' (t)2.

4. Ha ()

5. Ha ()

=(t™1) és(t) € Qu, akkor 1(t) dnreguldris.
t) € Qs, akkor ¢ (t_l) € Q.

4Valojaban csak annyit lattunk, hogy Yp 4 és [p g kielégitik az SR1 feltételt. A tovabbi
bizonyitdsokhoz mar ez is elég, azonban bizonyithatd, hogy ezek a fiiggvények tényleg dnre-
gularisak.



6. Legyen N poziliv egész szdm, g € R, 3; >0, p; € R, 1 =1,...,N. Ekkor
a

N
U(t) = Bologt + > it —1) (3.7)
=1

fiigguény teljesiti az SR2 tulajdonsdgot.

Ha az irodalomban szokasos tavolsigfiiggvényeket vizsgaljuk, akkor azt talal-

juk, hogy az % tavolsag nem oOnregularis (nem biinteti kozvetleniil a

— €

megengedett tartomany hatarahoz valé kozeledést, mig a Hv — v’lH2 tavolsag
onregularis (p = 1, ¢ = 3). Ez talan szolgalhat némi magyarazattal az utébbi
tavolsaggal elérhetd jobb eredményekre.

3.3. Onregularis fiiggvények és a linearis komplementarita-
si feladat

A tovabbiakban a linearis komplementaritasi feladatok szemszogébdl tekintjiik
az 6nregularis fliggvényeket. Elgszor altalaban vizsgaljuk a I'y 4(¢) fiiggveényeket,
majd részletesebben elemezziik a ¢ = 3 és a ¢ = log(n) + 1 eseteket. Ezekre a
fliggvényekre épiil majd a kovetkezs szakasz bels6pontos algoritmusa, amelyet
aztan részletesen2 elemz?gk.

AT (t) =71+ q71_1 fiiggvény alapjan definidljuk a koévetkezd tavolsag-
fliggvényt:

eTv2—n  eTol=7—n

Oy(,5,11) = Vy(v) = > Ty 4(v;) = o+ . (3.8)
i=1

q—1

A kovetkez$ allitdsban meghatarozzuk a fliggvény p-szerinti globalis minimu-
mat:
3.5. Allitas. [10] Legyen (z,s) > O rogzitett, ekkor a ®,(z,s,pn) figgvény u

szerinti globdlis minimumhelye:

2
q+1
T
. TS

Ha = ( g)T l1-g
T2 )
Innen egyszertien adédik az alabbi kévetkezmény:

3.6. Kovetkezmeény. [10| Minden régzitett (x,s) > 0 esetén a @,4(z, s, 1) figg-
vény p-ben csékken, ha p < g, és novekszik, ha p > py.

A centralis it kornyezetének definidlasakor lesz fontos szerepe a kiovetkezs lem-
ménak:



3.7. Lemma. [10] Legyen 7 € R, 7 > 2. Legyen

n

Q>

1%

3. By, 5, 1,) <

A tavolsagfiiggveny speciélis ¥(v) = Y I Ty 4(v;) valasztasa miatt a (2.6)
Newton-rendszer az eredeti Ax és As valtozokat hasznalva a kovetkezs alakban

irhato fel:
MAx —As =0

a —q —q 3.10
SAZ’—F.%‘AS:/L# (xlT) P ( )

Jeldlje ennek a rendszernek az egyértelmi megoldasat, mésnéven a Newton-
lépést, (Ax(p), As(n)). A kivetkez6 két lemma azt adja meg, hogy kiilonbo6zé
w értékek esetén mennyivel csdkken a dualitédsrés a Newton-1épés utan.

3.8. Lemma. [10] Legyen (Az (1}) ,As (u5)) a (3.10) rendszer megolddsa pn =
pg mellett. Ekkor

T As (i) + 8" Az (uf) = 0.

Bizonyitas: Egyszeriien adodik p; definicijabol. O
Ebbdl a lemmabdl a kévetkezd becslést kapjuk a dualitésrésre:

3.9. Kévetkezmény. [10] Ha p = py;, akkor a dualitdsrés semmilyen o esetén
nem csokken, vagqyis

(z 4+ alAz (u;))T (s + aAs (u;)) > 2Ts.
Hasonlé eredményeket kapunk p = MZ esetén.

3.10. Lemma. [10] Legyen (Axz (uf;) ,As (ug)) a (3.10) rendszer megolddsa
W= uf} mellett. Ekkor

2T As (,ul(}) +sTAz (“2) = n,uZ —zTs.



Bizonyitas: Egyszertien adodik MZ definiciéjabol. O

3.11. Kovetkezmény. Ha = ,uf}, akkor o dualitisrés a kovetkezdképpen vdl-
tozik:

h
(ot ()" (s + ks (uh)) > 27 (1 o ﬁ) |
g9

A (3.8) definialo egyenlGséghdl egyszert behelyettesitéssel adodik, hogy a ¢ = 3
esetben

Dy(z, s, 1) == Vs(v) = = lo =07 (3.11)

3.12. Allitas. [6] Rigzitett (x,s) > 0 esetén a ®3(z,s,u) tavolsdgfigguény p
szerinti py minimumhelyére teljesil, hogy

T
zTs /
* _ h
Hs x—Tg—1 Hakts

Bizonyitas: Egyszertien kivetkezik a 3.5. allitasbol és a 3.7 lemmabol. g

3.13. Allitas. [6] Rigzitett (z,s) > 0 mellett

®(x, s, p1g) = (, 5, 1%,

és
P(z, s, 13)*

P = :
(1'757.ug) (1‘757.[1“3)+ 2n

A g =1logn + 1 esetben a tavolsagfiiggvény:

eTv2 —n  eTyp—logn _p
[ =W = . 3.12
o(w, s, ) ¢(v) 57—+ Tog 7 (3.12)

3.14. Allitas. Rogzitett (x,s) > 0 mellett a ®o(x, s, 1) fiigguény p szerinti mi-
nimumhelye iy = pijgg 41

Bizonyitas: Egyszertien adodik a 3.5. allitasbol. O

4. Adaptiv lépéses utkovetd algoritmus onregula-
ris tavolsaggal
Az itt bemutatott algoritmus Gjdonsaga, hogy a pu paraméter értékét adaptivan

csOkkenti. Hasonlé rugalmassagot mar régéta alkalmaznak a gyakorlatban, 4m
viszonylag kevés ismert a modszer elméleti tulajdonsagairdl.
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Legyen 7 > 2 és legyen n(n,7) = (731)” a tavolsigfiiggvény maximalis

megengedett értéke. A p = ,uf] paraméter értékét minden iterdcidéban gy médo-

sitjuk, hogy a @,4(z, s,uf]) = w feltétel teljestiljon. Konnyen lathato, hogy

ez pontosan akkor teljesiil, ha /JZ az alabbi egyenlet megoldésa:

1—qg g+1

2<xT)TST‘u > —n+71(g-Dn)p+(¢g—1zTs=0. (4.1)

Ennek az egyenletnek két megoldasa van, az egyik kisebb, mint ug, a masik
nagyobb. Mivel mi p értékét minél kisebbnek szeretnénk valasztani, ezért a két
gyok koziil a kisebbet fogjuk hasznalni. Kénnyen beldthato, hogy ha pg, < T/,LZ,
akkor /‘Z < ,uf; és egyenldség pontosan akkor all fenn, ha u, = Tuf;. A masik
irdnyn becslésrsl szol a kovetkezs lemmas:

4.1. Lemma. Legyen ug az (4.1) egyenlel kisebbik gyoke. Ekkor
pyy < 27pl.

Bizonyitas: Az (4.1) egyenlet bal oldalan szerepl§ fiiggvény a p valtozo konvex
h

fliggvénye. A p = ;—j értéket behelyettesitve és felhasznalva, hogy 11y > ,uf} azt

kapjuk, hogy a fiiggvényérték alulrél becsiilhets a

(27? E et (4.2)

1
atl T 2

mennyiséggel. A konvexitas miatt elég megmutatni, hogy ez a kifejezés nemne-
gativ. Mivel 7 > 2, igy a (4.2) kifejezés ¢ > 1 esetén a g paraméter szigorian
konvex névekvd fliggvénye, tovabbé g = 1 esetén a fliggvényérték 0, tehat g > 1
esetén pozitiv. Ezzel a lemmat belattuk. O

A kévetkezd lemma a v — v~ 7 vektor normajara ad als6 becslést:
4.2. Lemma. Ha 7 > 2 akkor o = |[v —v7 9| > 1.
Bizonyitas: A 3.4 éllitas 3. pontjanak felhasznélasaval kapjuk, hogy
o2 > 20 (x,s,pé) =(r—-1)n>1, Vn>1.

O

A kovetkezs lemméban azt vizsgaljuk, hogyan valtozik a dualitdsrés, mikoz-
ben a centréalis ut ufl—hez tartozé pontja felé lépiink.

4.3. Lemma. Legyen (Az(ul),As (ut)) a (3.10) rendszer megolddsa p = pu;
esetén, ahol p}, a (4.1) egyenlet kisebbik gyoke. Ekkor

—4q T —q
zTAs (,ufz) + s Ax (,ufl) = ngj (xlT> s zTs,

11



és
g+1

t 2
(o+ata (i) " (s+als () zaTs [ 1—a+ =) (43)
Kgltq *

Bizonyitas: Egyszertien kiszamolhat6 a definiciok és a rendszer monotonitasa-
nak felhasznalasaval. d

4.4, Megjegyzés. Ha ufl ~ uf}, akkor az énrequldris fiigguénybdl kapott kere-
sési irdny hasonldé dualitdsrés-csokkenést ér el mint a Newton-lépés. Ha viszont
,ufl < ,uZ, akkor az iménti eredmény szerint az énreguldris keresési irdny sokkal
hatékonyabb. Tovibbi motivdcick taldlhatdk a [10] cikkben.

Az 1j, adaptiv algoritmus (lasd a 3. abrat) az 2 algoritmus specilis esete. Ebben
az eljarasban — fliggetleniil az aktualis pont centralis attol vald tavolsagatol —
mindig nagy lépést tesziink, vagyis p értékét p = HZ < pg/T-ra csokkentjiik,
majd egy Newton-lépést végziink. Végiil definidljuk a centralis 4t kornyezetét a

Input:
Pontossag: € > 0
Tavolsag a centralis uttél: = > 2
(29, 59), amelyekkel ,ug/,uf; <7
r:=20 5:=s"
while 2z7s > ¢ do
p = pg a (4.1) egyenlet kisebbik gycke
Az és As kiszamitasa (3.10) alapjan
Olyan « lépéshossz kiszamitasa, amelyr? )
g—-1 t 9-1
(Dq (I(OL%S(OL)MLLZ;) < (I)q (I,S,[Lg) _ 27 2q ‘Pq(;l’;vﬂq) 2q
és pg(a) < Tph(a)
x:=x+ alAx, s:= s+ als
end while
Output: z és s, amelyekre 275 < ¢

3. abra. Adaptiv utkévetd algoritmus

kovetkezd modon:

Ny(n, 7)== {(x,s) : (x,8) >0, Mz + q=s, Py(x,s,u) <ng(n,7), p> 0},
(4.4)
ahol ®,(x,s, u)-t a (3.8) egyenlet definialja, 7 > 2 és legyen

12



Az algoritmus komplexitasanak elemzése soran az « 1épéshosszra fogunk alsé
becslést adni. Célunk annak bizonyitisa, hogy ezéltal a p, paramétert kell§
mértékben tudjuk csokkenteni. A tovabbiakban tehat a ®4(z(a),s(a), ug())
és a Py (z(a), s(a),ul) figgvények novekedési tulajdonsagait vizsgaljuk, ahol
pg(a) = (z + alz)? (s + als)/n.

Kezdjiik egy technikai lemmaéval.

4.5. Lemma. Legyen o = ||V¥,(v)||. Ekkor

Umin = (1 + 0')7%~

Bizonyitas: Ha vy, > 1, akkor a lemma allitasa trivialis. Masrészt ha v < 1,
akkor 0 = |lv —v™ | > v L — vmin > v L — 1. Ezzel a lemmaét belattuk. O

min
Ebbél az eredménybdl egyszeri alsé becslést kapunk az « 1épéshosszra.

4.6. Lemma. Legyen (Ax,As) a (3.10) rendszer megolddsa, ahol p = i) a
(4.1) egyenlet kisebbik gydke és 0 = ||[VUy(v)||. Legyen amax az a mazimdlis
lépéshossz, amelyre © + amaxAx > 0 €s s + amaxAs > 0. Ekkor

1
Omax = O 1= ————.
o(l+o)d

Bizonyitas: A v(a) valtozo definicidja alapjan irhatjuk, hogy

(i) = \/x(amax)s(amax) _ \/(:c + maxAZ) (8 + AmaxAS) _ (4.6)

I I

xs T S _ 1 _
= \/H (6 + amax@) (6 + amaxE) =0 (6 + Qmax?V 1dz) 2 (6 + Qmax? 1ds)

A v(amax) > 0 feltételhez elég, ha
e+ Omaxt tdy >0 68 e+ aumaxt tds > 0.

Ezekbdl az egyenletekbél azt kapjuk, hogy

1
max Z .
° (0 dy, v 1dy)]

Az el6z6 lemmat felhasznalva kapjuk, hogy

da, ds)|

e va) | < KB < g 4 o3

Umin

Ezzel a lemmaéat belattuk. O

Veégiil sziikségiink lesz még a kovetkezs technikai lemmara:
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4.7. Lemma. Tegyiik fel, hogy h(t) kétszer differencidlhatd konvex fiiggvény,
amelyre
Rr(0) =0, A'(0) <O. (4.7)

Tegyiik fel tovdbbd, hogy h(t)-nek globdlis minimuma van a t. > 0 pontban és
hogy h" (t) monoton névekud fiigguény. Ekkor Vt € [0,t.] esetén
K (0)t

() < 5

(4.8)

Bizonyitas: Mivel h(0) =0, igy

t t s t
h(t) = /h’(s)ds = h'(0)t + //h"(z)dzds < h'(0)t + /sh"(s)ds =
0 0 0 0
t
— W)+ [sh(s)], — / B (s)ds < 1 (0) — h(t), (4.9)
0
ahonnan atrendezés utan kapjuk a kivant allitast. U

Most mar meg tudjuk becsiilni a tavolsagfiiggvény csokkenését.

4.8. Tétel. Legyen (Ax,As) a (3.10) rendszer megolddsa, ahol p = pf, a (4.1)
egyenlet kisebbik gyoke. Ekkor az o = &/4q lépéshosszra teljesiil, hogy

-1

2%1@(1 (z, s,ug)qT?

o, (z(a*),s(a*),uz) <9, (I,s,ufl) -

16q
Bizonyitas: Legyen
ha) = @, (w(a)7s(a),uf]) -, (x,s,ufl) =
1a|? 142
— ||U(a)||2_n+ H’U(a) ’ ‘ - HU||2_n ‘U ’ ‘ " (4 10)
N 2 g—1 2 g—1 '

A tagokat kiilon becsiiljiik. Kénnyen lathatjuk, hogy

o(@) = W(a)s(a) _ \/($+an)(s+aAs) )

1%

= \/”:5 (HQA;) (e—l—ais) = V(v +ad,)(v+ady). (4.11)

Hasonlé modon gyézédhetiink meg arrdl is, hogy = + aAx > 0 ekvivalens v +
ad, > 0-val, tehat valoban felbonthatjuk a gyokjel alatti szorzatot. A szamtani-
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mértani kozepek kozotti egyenlStlenséget hasznélva kapjuk, hogy

E:w 1q—§:Vvﬁwr (v 4 aldy)s) T <

i(“ﬁa )i) T+ (v + alds)i) q). (4.12)

i=1

N)M—l

Szintén v(ar) (4.11) alatti alakjat hasznalva kapjuk, hogy
()| = [|v]|> = (v + ady)T (v + adys) — v v = av” (dy + ds) + 02dL d,. (4.13)

Az o2df ds mennyiség becsléséher, hasznaljuk fel, hogy barmilyen a,b € R esetén
ab < %

, igy:
- ()i + (@) _ o
dr'd, = ;< =, 4.14
mivel a Newton-rendszer miatt d, + ds = =V (v).

A h(a) figgvényt tehat a kovetkezSképpen becsiilhetjiik:

1 2 2 n
h(a) < iavT(dx td)+ 22 A+ oldy)) T+
z=1
1 " 1
4+ — v, + a(dg);) ¢ ::h o). (4.15
e D DIURRCAY ). (@15

A hqi(a) fiiggvény kétszer folytonosan differencidlhato, a derivaltak:

(4.16)

ac?  a?c?  qo? i 1
) < =20+ 57 4 B [ [ (v = 001 dnd = ha).
0 0

A ho(a) fliggvény kétszer folytonosan differencialhato, szigortian konvex fiigg-

vény a [0,@) intervallumon, ahol & := L tehat létezik globalis mini-
o(l+o)a
mumbhelye, jeldlje ezt aj. Nyilvanvalo, hogy aj az alabbi egyenlet egyértelmi

megoldésa:

2/
hs(a) = ;ga) =-l+a+gq

1
Umm -1 d'r] =0.

Tt
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Azt szeretnénk megmutatni, hogy o* < af. Mivel a hs(a) fliggvény monoton
novekvs és hs(0) < 0 ezért ez azzal ekvivalens, hogy hs(a*) < 0. A kovetkezst
irhatjuk tehat:

*
[e3%

1
h3(a*) =-1 + 04* + Q/(Urnin - nU)_q_ldn S -1 + 1 + qa*(Umin - a*Q)_q_la
0
ahol az integraland¢ fiiggvényt az intervallumon felvett maximumaéval helyet-
tesitettiik. A tovabbi felsé becsléshez felhasznaljuk, hogy vmin > (1 4 o)~ /9,
és )
(1+0)Vi—a*c=1+0)" 1 (1 — 4) >0,

q

igy

3 —q-1 3 o+1 1\ !
)< =2t gat ((L+o) V- o ) =_° 1— — .
ha(a®) < 1 + qa (( +0) oo 1 + 1o ( 4q>

Az (1 + %)n sorozat konvergenciatulajdonsagait felhasznalva egyszertien meg-

mutathatd, hogy

igy végiil azt kapjuk, hogy

3 o+1 1\ 9! 3 1,[4e
. < 2 <
ha(a®) < =3+ = < ) =

azaz o < af. A 4.7 lemmat a ho(a) fliggvényre alkalmazva kapjuk, hogy
ala* —0

2 8q(lto)/

h(a®) < ha(a®) < —
Végiil, mivel o > 1 és 02 > U? azt kapjuk, hogy
g—1 g=1
272 &, (x,s,put) 2
h (a*) S q ( 'uq)
16¢q
Ezzel a tételt belattuk. U

Most azt vizsgaljuk hogyan valtozik a @4 (z(a), s(a), pg(a)) tavolsagfiggvény
(vagy ami ezzel ekvivalens, a ®,(x(a), s(a), puy(a)) fuggveny) a Newton-lépés
soran. A <I>q(x(a),s(a),u;‘(a)) < Oy (x(), s(a), 1) egyenlGtlenség miatt elég a

Dy (z(a), s(a), py) figgvényt vizsgalni.
4.9. Tétel. Legyen (Az,As) a (3.10) rendszer megolddsa, ahol p = pl; a (4.1)
eqyenlet kisebbik gydke. Ekkor minden o < o™ esetén

Py (z(a), s(a), pg(a)) < (T;_ll>n
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Bizonyitas: A 4.6 lemma miatt minden o < o < & 1épéshossz megenge-
dett, tovabba p! vélasztasa miatt

@, (x(a). s(a), () = T

A (s, u) fiiggvény a p valtozd konvex fiiggvénye, a minimuma p7-ban van.
Az altalanositott szamtani és mértani kézepek kozotti egyenlGtlenség felhaszna-

lasaval kapjuk, hogy ,LLZ(CY) < py(a), igy minden a < a* esetén

B,(x(a), s(a). p(a) < T

vagyis a 3.7 lemmaét felhasznélva

Ezzel a tételt belattuk. Il

Az algoritmus lépésszamanak meghatirozasihoz becslést kell adnunk az o*
lépéshosszra, vagyis meg kell becsiilniink mennyivel csokken #Z egy lépés soran.
A kovetkezd technikai lemma a tavolsigfiiggvény novekedését vizsgalja, mikoz-
ben p csokken.

4.10. Lemma. Legyen v = 7= ahol 0 € (0,1). Ekkor

Vo) o, b ()
Wy (v7) < -0 u—9y+1—9 q—i

2

1—gq
+7z _
S e \P 2 ”_Tﬁww2—
L e 2
a=1 || 1-q||? 1-q (|2
PRSI G I nmffn+H”2\ ",
g—1 1—6 2 q—1
1-q |2
né nf p 1 HU 2
1-0)7 — — | I—-<
st e (T )
1—gq 2
7(v) no 0 n—jv >z
< + + <
1-6 "20-6)  1-6 q—1
U, (v) nd on 17(i)q%1
< 24 27 4.1
=19 tau—9 ol -1 | (4.17)
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ahol az utols6 egyenlétlenséget a 4.1 lemmabdl kapjuk. |

A 4.10 lemmét és a 4.8 tételt felhasznalva a kovetkezd tételt lathatjuk be:

4.11. Tétel. Legyen 7 > 2 és legyen (Ax,As) a (3.10) rendszer megolddsa.
Legyen o a 4.8 tételben definidlt lépéshossz, ekkor

Dy (z(a”),s(a®), (1 —O)pul)) < Pq (w5, 1) ,
ahol
9 =

(r—1)7
=

16q(%—|—1+k’%)n2q

Bizonyitas: A 4.10 lemmat felhasznélva elég egy olyan 6 értéket valasztanunk,
amelyre teljesiil, hogy

w (=)
, (m(a*),s(a*),ug)+7+ 1 < (1 —0)®q(x, 5, 1))

A 4.8 tétel miatt ehhez elég, ha

—1

15 _ -
w0, (=07) e,

0P D+ — 4.1
q(x,s,uq)—k 5 + =1 < 164 (4.18)
Felhasznalva, hogy ®,(z, s, u}) = (7_21)", a kovetkezd ekvivalens alakot kapjuk:
q—1
1— 1\ 2 _ _
) (7—1>n+n+”< Gr) ) (r—1)%n'%
2 2 qg—1 - 16¢q
Ebbdl mar kovetkezik, hogy a
P )
16q(1+1+l(’£>nq27
2 2
valasztas esetén
Q, (m(a*), s(a®), (1 - H)ug) <P, (CL‘, s, ,ufl) .
Ezzel a bizonyitast befejeztiik. g

Most méar minden a keziinkben van ahhoz, hogy az algoritmus komplexitésat
megadjuk. A /Afl valasztasa miatt a ®4(z, s,,ufz) tavolsagfiiggvény nem véaltozik
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- Z < t+ t . A % o P
az iteraciok soran. Legyen p, " a p, paraméter értéke a kovetkezs iterdcioban,
ekkor .
D, (z,5,1) = P4 (m(a*),s(a*),ufl ) .
Masrészt a 4.11 tétel miatt
+
D, (w(a"), s(a"), (1= O)ut) < @, (w(a*), s(a*), ")

Mivel a tavolsagfliggvény a p paraméter konvex fiiggvénye, igy

(r—1)=n % ,

+
/u‘; S 1- log .uq'
16¢ (g +1+ °§T)

(4.19)

A kovekez§ tételben megadjuk az algoritmus komplexitasat.

4.12. Tétel. Legyen T > 2. Ekkor a 8 algoritmus legfeljebb

log

8q (T +2+logT) ne 2n7?
(r— 1)%l €

iterdcid utdn olyan megengedett megolddst taldl, amelyre x7s < e.

Bizonyitas: A (4.19) egyenl6tlenség alapjan legfeljebb

g—1 10g

8q(T+2+1logT) n' 2n7?
(tr—1)"2a €

iteracié utan Nf; < 5z

vagyis 275 < e. g

A 3.7 lemma és a 4.1 lemma miatt p, < 27°u) < £,

A ¢ paramétert optimalisan vélasztva a kdvetkezé komplexitast kapjuk.

4.13. Kovetkezmény. Ha q = logn akkor a 4.12 tétel a kivetkezd lépésszamot
adja:
@ (\/ﬁlognlog ﬁ) :
€
A nagylépéses eljarasok kozott ez a jelenleg ismert legjobb lépésszamkorlat,

nemcsak a monoton linearis komplementaritasi, hanem a klasszikus lineéris op-
timalizalési feladat esetén is.

5. Osszefoglalas

Ebben a cikkben egy Onregularis fliggvényekre épiils belsGpontos algoritmus
teljes elemzését adtuk meg a monoton lineris komplementaritasi feladatra. Az

19



algoritmus adaptiv lépést hasznal, komplexitasa O (\/ﬁ log n log %), ami mege-
gyezik a [5, 6] munkikban elért komplexitési eredményekkel. Az eredményhez
nagyban hozzajarult a
-1 11

2 + qg—1
fliggvényosztily tulajdonsigainak vizsgalata. Ezen tulajdonsigok arra enged-
nek kovetkeztetni, hogy ha az algoritmus soran akar tévol, akar kozel vagyunk
a centralis uthoz, a nagylépéses eljaras jo keresési iranyt szolgaltat és a tévol-
sagfiiggvényt is megfelelGen csokkenti.

Erdemes megjegyezni, hogy az itt leirt adaptiv bels6pontos médszer nem
hasznal belss iteraciokat. Ez egyaltalan nem szokatlan a gyakorlatban imple-
mentalt algoritmusoknal, ugyanakkor eltér a [5]-ben kozolt séméatol. Az algorit-
mus gyakorlati vizsgalata még hatravan, de kezdeti eredmények arra mutatnak,
hogy az onregularis fliggvényekbdl szarmazo keresési irdnyt hasznalva kevesebb
iteraciora van sziikség, mint a szokasos Newton-1épés esetén.

Az dnreguléaris fiiggvények tovabbi tulajdonsigainak felderitése izgalmas ku-
tatasi teriilet. Paratlan ¢ > 3 esetén példaul a kdvetkezd Gsszefiigges igaz:

P(t) =

&, (x,s, 1*)? P,(x,s, )4
Dyl 5, p1g) = Pg(z,5,1%) + Q((Q+1)5 ) +oeet ol pEE] &) :
2 1
Ha=1) (2(((];11))) (¢—1)n"=

Nyitott kérdés, hogy péaros g esetén igaz-e hasonlé formula. Ezek az 6sszefiiggé-
sek nagyban leegyszerisitik a komplexitas elemzését.

Tovabbi lehet&ség hasonld eljarasok elemzése &ltaldnosabb linearis komp-
lementaritasi feladatok, illetve masodrendd és szemidefinit optimalizalasi fela-
datok esetén. Nem megengedett iteracidkat hasznalo (infeasible) és prediktor-
korrektor algoritmusok is természetes médon konstrualhatok. Végiil az ered-
mény esetleg kiterjeszthetd az Snregularis fiiggvények nagyobb osztalyara is,
bar ez nehezebb feladatnak tiinik, hiszen a komplexitas elemzése soran tobbszor
is felhasznaltuk, hogy a ®,(x, s, ) figgvény a p valtozo konvex (vagy legalabb
kvézikonvex) fiiggvénye. A T'y 4(t) fiiggvényekbdl kapott ¢ (1/v/t) fiiggvényekre
ez konnyen ellendrizhetGen teljesiil, azonban altalaban nem koévetkezik az énre-
gularitasbol.
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