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- EgyenlGtlenségrendszerek megoldhatésaga

Honnan tudjuk, hogy az
flz) <0

gi(x) <0, i=1,...,m

rendszernek nincs megoldasa? (f,g; : R* — R)

2 — 22+ 4z120 <0

x% — 2122 <0




- EgyenlGtlenségrendszerek megoldhatésaga

Honnan tudjuk, hogy az

f(x) <0

gi(x) <0,i=1,...,m
rendszernek nincs megoldasa? (f,g; : R* — R)

Példa

2 — 22+ 4z120 <0

x% — 2122 <0

Elégséges feltétel

(w% = x% 4= 4x1$2)+2 (:c% = {Ell‘g) = w%+2x1w2+m§ = (331—1—1‘2)2 >0




- EgyenlGtlenségrendszerek megoldhatésaga

Elégséges feltétel

Tetsz6leges f, g; esetén
JyeR”, y=>0

f@)+> yigitz) >0, Yz eR"
i=1
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f(z) <0

gi(z) <0,i=1,...,m




- EgyenlGtlenségrendszerek megoldhatésaga

Elégséges feltétel

Tetsz6leges f, g; esetén
JyeR”, y=>0

f@)+> yigitz) >0, Yz eR"
i=1

47

Ar e R®
f(z) <0

gi(z) <0,i=1,...,m




- EgyenlGtlenségrendszerek megoldhatésaga

Ekvivalens feltétel

Ha f és g; konvex fiiggvények és 3z € R™ : g;(x) < 0, akkor

f(@) + ) yigi(x) >0, Yz eR"
i=1

0

Ar e R

f(z) <0
gi(x) <0,i=1,....,m




- Az S-lemma

Yakubovich (1971)

Ha f,g: R™ — R kvadratikus fiiggvények és 3z € R™ : g(z) < 0,
akkor

Jy >0
flx)+y-g(x) >0, Vz eR"

Hr e R®

f(z) <0
g(z) <0

Konvexitas nélkul!




Kvadratikus fiiggvény (homogén)

f(x) = 2T Az, A € R™" szimmetrikus

|

Konvex kvadratikus fliggvény
Ha A = 0 (pozitiv szemidefinit), vagyis 27 Az > 0, Vz € R™.

Matrixok skalarszorzata

N
|

UeV =Tr(UV)= ZU 1 UisVij
2T Az = Tr (27 Az) = Tr (Aza”) = Tr (A(za”)) = A e za”




-Az S-lemma, homogén alak

Yakubovich (1971)
A, B e R™" és 3z € R” : 2T Bz < 0, akkor

dy >0
2T Az +y-2"Bx >0, Vo e R”

Hr € R™
2T Az <0
2T Bz <0




-Az S-lemma, homogén alak

Yakubovich (1971)
A, B e R™" és 3z € R” : 2T Bz < 0, akkor

dy >0
A+yB =0 (PSD)

Hr e R™
2T Az <0
2T Bz <0




- Az S-lemma

m Miért?
m Konvexitas nélkil!
» Rejtett konvexitas

m Alkalmazasok
» Ljapunov-féle stabilitasvizsgalat
» Ellipszoidtartalmazas
» Szamitégépes grafika




- Klasszikus bizonyitas

m A primal feladat nem megoldhaté

P 2T Az <0,2TBx <0
<R xRgnN {(a:TAx,xTBa:) cxeR"} =0

konvex! ([;irnes, 1941)




- Klasszikus bizonyitas

m A primal feladat nem megoldhaté

P27 Az <0, 2T Bz <0
<R xRgnN {(IL’TA.’I?,(ETBIIZ) cxeR"} =0

konvex! (ISirnes, 1941)

m Kicsit altalanosabb eredmény
(Poljak, 1998) n > 3, az A, Bj, By matrixoknak van PD
linearis kombinacidjuk

= {(asTAw,wTBlw,xTng) iT € R”} konvex




- Klasszikus bizonyitas

m A primal feladat nem megoldhaté

P27 Az <0, 2T Bz <0
<R xRgnN {(IL’TA.’I?,(ETBIIZ) cxeR"} =0

konvex! (ISirnes, 1941)

m Kicsit altalanosabb eredmény
(Poljak, 1998) n > 3, az A, Bj, By matrixoknak van PD
linearis kombinacidjuk

= {(asTAw,wTBlw,xTng) iT € R”} konvex

m Szeparacids bizonyitas

m Norma-feltétel




Figure: {(z7 Az,2" Bz) : z € R"}




- Modern bizonyitas

Szemidefinit relaxacié

zTAx < 0
2I'Bx < 0
r € R"




- Modern bizonyitas

Szemidefinit relaxacié

zTAz < 0 Aezzl < 0
'Br < 0 < DBezzx! < 0

r € R"




- Modern bizonyitas

Szemidefinit relaxacié

2TAz < 0 Aezzl < 0 AeX < 0
2TBr < 0 < Bezil < 0 < BeX < 0
z € R"” rank (X) = 1
X = 0




- Modern bizonyitas

Szemidefinit relaxacié

2TAz < 0 Aezzl < 0 AeX < 0
2TBr < 0 < Bezil < 0 < BeX < 0
x eR" rank (X) = 1
X = 0




- Modern bizonyitas

Szemidefinit relaxacié

2TAz < 0 Aezzl < 0 AeX < 0
2TBr < 0 < Bezil < 0 < BeX < 0
x eR" rank (X) = 1
X = 0

Pataki, 1998

A C S” affin altér, dim A > (g) — (T;Z) +1,PS"NA#0D
= 3X € PS"N A, amelyre rank (X) <r.




- Modern bizonyitas

Szemidefinit relaxacié

2TAz < 0 Aezzl < 0 AeX < 0
2TBr < 0 < Bezil < 0 < BeX < 0
x eR" rank (X) = 1
X = 0

Pataki, 1998

A C S” affin altér, dim A > (g) — (”52) +1,PS"NA#£D
= 3X € PS"N A, amelyre rank (X) <r.

Barvinok, 2001

A C S™ affin altér, dim A = (72”) - (ng), PS™ N A # () és korlatos
= 3X € PS"N A, amelyre rank (X) <.




-A rangfeltétel és a konvexitas ekvivalenciaja

m Az {(a:TAx,xTBa:) : # € R"} halmaz konvexitésa
> ¥,z €R", A€ [0,1]
» Kell: z ¢ R”

TAr = MlAy+ (1 —N)2TAz
e'Bx = M By+(1-))2'Bz




-A rangfeltétel és a konvexitas ekvivalenciaja

m Az {(a:TAx,xTBa:) : # € R"} halmaz konvexitésa
> ¥,z €R", A€ [0,1]
» Kell: x € R”
TAr = MlAy+ (1 —N)2TAz
e'Bx = M By+(1-))2'Bz

m X = 227 a kovetkezd rendszer 1-rangli megoldasa

AeX = MTAy+(1-N2TAz
BeX = M By+(1-)2'Bz

m Pataki: létezik 1-rangl megoldas




- Bizonyitas Helly-tétellel

sz{yzO:xTAx+y~xTBxZO}§R

tulajdonsagai

m konvex
m zart

m barmelyik kett6 metszete nemiires

= ﬂHz # (), vagyis

Jy>0:2TAz+y- 2P Bx >0, Ve € R*




- Bizonyitas Helly-tétellel

sz{yzO:xTAx+y~xTBxZO}§R

tulajdonsagai

m konvex
m zart
m barmelyik kett6 metszete nemiires

m van koztiik korlatos! (Slater-feltétel)

= ﬂHz # (), vagyis

Jy>0:2TAz+y- 2P Bx >0, Ve € R*




- Elemi bizonyitas

Yuan, 1990

A, B € R™"™ szimmetrikus matrixok, F,G C R"™ zart halmazok,
FUG =R" Ha

xTA:L*ZO,:vE}"
2'Bx >0,z €g,

akkor 3\ € [0, 1], amelyre Az Az + (1 — A)2T Bx > 0, Vz, vagyis
M+ (1-XN)B = 0.




- Kutatasi iranyok

m Altalanositas
» tobb egyenlet
» specialis matrixok
» specialis egyenl6tlenségek

m Alkalmazasok




- Szemidefinit optimalizalas

Matrixvaltozé

min Tr (CX) max by
m
Tr(AX)=bs,i=1,...,m Y Awyi+S=C
i=1
X*>0 S0

C, X,S, A; n X n-es szimmetrikus matrixok, b,y € R™

Specialis struktara: A;, C lehet ritka, vagy alacsony rangl




- Algoritmusok

Altalaban belsépontos médszerek

Iteraciok: O(y/n), valgjaban 50 — 100

Egy iteracié kdltsége: O(mn? + m2n? + m3)
Megoldhaté feladatok: m < 10000, n < 10000
(ritka matrixokkal tobb)

m Nagy pontossag




- Implementacié

m KezdGpont

» beagyazas
» nem-megengedett mddszerek

m Miveletek ritka matrixokkal
» tarolas, szimmetria
> UV +VU, U+ uu™

m Ux = r megoldasa

» Cholesky-faktorizacié: U = LDLT
» lterativ médszerek

Specialis strukturak
» é&ltaldnos decompozicié (Kojima et al.)
» egyedi médszerek adott feladatra




- Binaris valtozék relaxacigja

Binaris valtozok: x; € {0,1}
Linearis relaxacié: z; € [0, 1]

Binaris feltétel ekvivalens alakja:

Zi:293i_1
22 =1(& 2z = +1)

Matrixokkal:

Z
diag (Z
rank (Z

S N
I
—_ = O

(& Z =227")




- Grafparticionalas

Egy 2m csicsi élsulyozott graf csicsait osszuk fel két egyenld részre agy,
hogy a két particié kozott futd élek dsszstlya minimélis legyen.

A: incidencia méatrix, Ay;: a kl él salya
yi; = 1: az i cslcs a j particidban van (j =1,2)
y;: a j particié indikatorvektora
y] Ay;: 2x a j particiéban lévs élek Gsszsalya
Tr (YTAY): 2x az elvagatlan élek Ssszsalya
eT Ae: 2x az élek dsszsiilya

min e’ Ae — Tr (YT AY) min e’ Ae — Tr (AX)
Y particiomatrix diag (X) =1
Xe=m
SDP relaxacié (X = YYT) = X =0
X>=0
rank (X) = 2

GSas | Hm.



- Grafparticionalas

Egy 2m csicsi élsulyozott graf csicsait osszuk fel két egyenld részre agy,
hogy a két particié kozott futd élek dsszstlya minimélis legyen.

A: incidencia méatrix, Ay;: a kl él salya
yi; = 1: az i cslcs a j particidban van (j =1,2)
y;: a j particié indikatorvektora
y] Ay;: 2x a j particiéban lévs élek Gsszsalya
Tr (YTAY): 2x az elvagatlan élek Ssszsalya
eT Ae: 2x az élek dsszsiilya

min e’ Ae — Tr (YT AY) min e’ Ae — Tr (AX)
Y particiomatrix diag (X) =1
Xe=m
SDP relaxacié (X = YYT) = X =0
Komplexitas: O(m55)! X =0
rank (X) = 2

GSas | Hm.



- Polinomoptimalizalas |

Ha p(z) : R — R egyvaltozés polinom, akkor
p(z) > 0, Vz & p(x) négyzetdsszeg (SOS)

p(z) = 28 —5x* 4623 +82% —14x+5




- Polinomoptimalizalas |

Ha p(z) : R — R egyvaltozés polinom, akkor
p(z) > 0, Vz & p(x) négyzetdsszeg (SOS)

p(z) = 28522 +623+822—142+5 = (22 +2—1)2+(2°—3z+2)?




- Polinomoptimalizalas |

Ha p(z) : R — R egyvaltozés polinom, akkor
p(z) > 0, Vz & p(x) négyzetdsszeg (SOS)

Példa

p(z) = 28 —52* 4623+ 822 — 14245 = (22 +2—1)2+ (23— 3z +2)?
Altalaban nem igaz: 25 + z%y? + 22y* — 322y222 > 0, de nem SOS
g




- Polinomoptimalizalas |

Ha p(z) : R — R egyvaltozés polinom, akkor
p(z) > 0, Vz & p(x) négyzetdsszeg (SOS)

Példa

p(z) = 28 —52* 4623+ 822 — 14245 = (22 +2—1)2+ (23— 3z +2)?
Altalaban nem igaz: 25 + z%y? + 22y* — 322y222 > 0, de nem SOS
g

min p(z) < maxt & max ¢
p(z) —t >0, Ve p(x) —tis SOS




- Polinomoptimalizalas 11

q=(1,z,2%,...,2")
Négyzet:

= (Z uzﬂ) (Z uz‘]z) (u q) qT(uuT)q
=0

SOS: ¢TUq, ahol U =0

Ugq = 1
uz4 + ugz = 0 5 -7 -1
U24 + U3z + Usz = —5 U= -7 10 1
U14 + U23 + us2 + u41 = 6 _21 _13 (1)
u13 + U2z +uz1 =8
uz1 +u12 = —14 u=(-1 11 0)
s @_(2 =3 0 1)
U>0

Software: (Gloptipoly, SOSTools), Yalmip




- Kutatasi iranyok

1994 6ta nincs lényeges eredmény

Specialis struktirak

Uj algoritmusok
» szimplex, perceptron, gravity, megengedett iranyok,
row-by-row, ...

Kapcsol6dé kutatasok

» SOCP
» Kopozitiv optimalizalas (zTUx > 0, Vo > 0)

Egészértékii és binaris valtozék
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