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Kivonat

Linearis programozasi feladatok megoldasara hosszu idén keresztiil kizardlag a szimplex-modszert
(1947) hasznaltéak. Ez az eljaras a gyakorlatban hatékonynak bizonyult, viszont Klee és Minty 1970-
ben példaval illusztraltak, hogy elvileg exponencidlis komplexitasi. A belsGpontos algoritmusok
megjelenése (1984) 1j lendiiletet adott a linearis optimalizalasi kutatasoknak. Polinomialis komplex-
itasuk és sokoldala altalanosithatdosaguk révén mara mar altalanosan elfogadott és a gyakorlatban
is sikerrel hasznalt modszerekkeé véaltak. A dolgozatban az alapvetd technikak és eljarasok targyalasa

utan ezen altalanositasi lehet&ségek koziil mutatok be néhanyat.
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Torténeti Attekintés

A linearis optimalizalas torténetének kezdetei az 1930—40-es évekre nyulnak vissza, a kutatasok
viszont csak a II. vilaghaborta hatésara valtak igazén intezivvé. Az elsG jelentds eredmény 1947-bél
valo, ekkor jelent meg Dantzig elss cikke! [5, 6] a szimpler-mddszerrdl. Ez volt az els6 algoritmus,
amelyik megoldotta a linearis programozasi feladatot. Viszonylag hosszu id§ telt el, mig 1970-ben
Klee és Minty [24] példaval igazoltak, hogy az eljaras exponencialisan sok iteraciot is igényelhet egy
feladat megoldasa soran. Az altaluk adott n-valtozos probléman a szimplex modszer 2™ — 1 1épést
tesz. Ezzel az eredménnyel azt is megmutattak, hogy a szimplex-modszer alkalmatlan a Hirsch-sejtés
[23] bizonyitasara. A sejtés azt mondja ki, hogy egy d dimenziés poliéder barmely csiacsabol — csak a
csucsokon keresztiil — d+1 pivotalassal eljuthatunk barmely més cstcsba. Az eddig ismert legerésebb
eredmény Fukuda és Terlaky nevéhez fiizdik, és azt mondja ki, hogy létezik d + 1 hosszusagu ilyen
ut a poliéder metszési rendszerén mozogva.

Mindezen vizsgalatokkal parhuzamosan alakultak ki a criss—cross algoritmusok. Elgszor Chang
[3] dolgozta ki a legkisebb indexes criss—cross eljarast, amely tulajdonképpen a Lemke-algoritmus
[26, 27| linearis programozasi alakja volt. Eredményét sajnos nem publikilta, igy az csak a 90-es
évek elején valt ismertté. Tdle fiiggetleniil 1984-ben Terlaky publikalt ilyen eljarast |38, 39|, majd
altalanositotta iranyitott matroidokra [40]. Végiil az el6z6ektdl fiiggetleniil Wang [45] is publikalt
ilyen algoritmust, azonban &§ kozvetleniil az iranyitott matroidok elméletében dolgozott. Ezek az
eljardsok bizonyitottan végesek, azonban a szimplex-mddszerhez hasonléan nem polinomialisak.

Az ujabb és egyre altalanosabb eljarasok megjelenésével vilagossa valt, hogy a klasszikus linearis
programozas helyett célszeriibb a linearis komplementaritasi feladatokat vizsgalni, amelyek a lineéris
programozasi feladatot specialis esetként tartalmazzék. Ez a felismerés vezetette vissza a kutatokat
a nemlinearis optimalizalas korabbi eredményeihez. Ilyen kozvetlen el6zménynek tekinthetd példaul

Lemke munkassaga |26, 27| vagy az akaddlyfiigguény-mddszer, amely Frisch [10, 11], Fiacco és Mc-

1Valoszinii, hogy az eredmény mar a haboru alatt ismert volt és hozzdjarult az amerikaiak gy6zelméhez is.



1.1. Torténeti attekintés

Cormick [8] nevéhez kithetd és a késGbbiekben kap jelentGséget. A nagy attorés Hacsijan nevéhez
fliz6dik: 1979-ben? publikalt cikkében |20] megmutatja, hogy az ellipszoid-mddszer |36| alkalmazhato
a linearis optimalizalési feladatra és polinomialis id6ben meg is oldja azt. Az eredmény fontossagat
az is jelzi, hogy abban az id6ben még az sem volt ismert, hogy az LP-feladat megoldhato-e egyal-
talan polinomidlis id6ben. Ha az deriilt volna ki, hogy az LP feladat nem oldhaté meg polinomilis
id6ében, akkor az azt jelentette volna, hogy P # NP. Ezen bonyolultsagosztalyok egyenlGségének
kérdése a mai napig megoldatlan.

Fontos megjegyezni, hogy a 80-as években a gyakorlatban — exponencidlis komplexitésa ellenére
— még mindig kizdrolag a szimplex-modszert hasznaltdk, Hacsijan modszerét pedig csupan elméleti
eredménynek tekintették, mivel a gyakorlatban igen lasst volt. Ezt a kettGsséget az okozza, hogy
egyrészt a szimplex modszer atlagos komplexitasa polinomialis (1. [2]) és a polinom kitevGje kisebb,
mint az ellipszoid modszeré, masrészt az ellipszoid modszer igen gyakran eléri az elméletileg lehet-
séges legrosszabb lépésszamat.

A kovetkezd fontos lépés Karmarkar nevéhez flizédik, aki 1984-ben publikilt eredményével
megvetette a bels6pontos mddszerek linedris programozasi alkalmazaséanak alapjait. Olyan eljaréast
dolgozott ki, amely polinomialis komplexitasi és a gyakorlatban is jol hasznalhat6. Ez volt az els6
ilyen linearis programozasi algoritmus [19]. Az eredetileg bonyolult megfogalmazés folyamatosan
csiszolodott és egyszertisodott, a bel6le kinovs elmélet pedig a mai napig meghatarozza a kutata-
sok irdnyat. A gyakorlatban Karmarkar modszere sem volt hatékonyabb a szimplex-modszernél,
de a nagymérvii altaldnositasi lehetGségek miatt a belsGpontos eljarasok mégis a figyelem kozép-
pontjaba keriiltek. Az évek soran sikerrel alkalmazték a bels6pontos algoritmusokat a lineéris pro-
gramozasi feladat megoldasara, névelték hatékonysigukat, majd altalanositottak cket a kvadratikus
programozasi feladatra, s6t egészen altalanos konvex optimalizalasi feladatokra is. A konvex opti-
malizalasi kutatasok kézéppontjaban ma is a bels6pontos modszerek tokéletesitése all.

Az évek soran a gyakorlati problémakrol fokozatosan mély elméleti kérdésekre terel6dott a
hangstly. Ilyen kérdés példaul a kiilonb6z6 matrixosztalyok elmélete, amely azt vizsgélja, hogy mi-
lyen kapcsolat van az egyes métrixtulajdonsigok és a linearis komplementaritasi feladatok megold-
hatosaga illetve megoldésainak tulajdonsagai kozott. Példaként tekintsiik a leggyakrabban hasznalt
matrixosztalyokat. Cottle, Pang és Venkateswaran [4] 1989-ben vezették be a sor- és oszlopelégséges
(RS ill. CS), valamint az elégséges (SU) matrixok fogalmét, amelyrél kés6bb bebizonyosodott, hogy
a legnagyobb olyan matrixosztaly, amelyre a criss-cross modszer véges sok 1épésben megoldja a
linearis komplementaritési feladatot [7|. Tovabbi érdekes osszefiiggésekre is fény deriilt, példaul,
hogy a linearis komplementaritési feladat megoldashalmaza pontosan akkor konvex poliéder, ha a
feladatban szerepld matrix oszlopelégséges [4]. Mindettdl fiiggetlentil Kojima és tarsai definialtak a

P, métrixokat, amelyekr6l belattak, hogy a belsépontos modszerek pontosan a P, matrixokra oldjak

2A torténeti hiiség kedvéért meg kell jegyezniink, hogy Fiacco és McCormick mér 1968-ban publikalt egy akada-
lyfiiggvényes eljarast [8] konvex nemlinearis programozasi feladatok megolddséara, amelyrsl azonban csak 1990-ban
latta be Anstreicher [1], hogy polinomiélis.




1.3. Jelolések

meg polinomialis id6ben a problémat. A két elmélet fiiggetleniil fejlédott, amig Kojima (P, C CS,
[25]), Guu és Cottle (P, C RS, [16]) valamint Viliaho (SU C P, |43]) be nem lattak, hogy az
elégségesség és a P, tulajdonsag ekvivalens. Ezzel a két addig fiiggetlen elmélet eredményei egyesiil-
tek.

A fenti felsorolasbodl is lathato, hogy a lineéaris optimalizélas mér hosszu ideje nem csak a gyakor-
lati alkalmazésokkal foglalkozik, hanem szamos komoly, még megoldatlan elméleti problémét is allit
elénk. Mindezekrdl tobb ezer cikk és jo néhény alapos Osszefoglalo mi (pl. [31, 35|) sziiletett az

elmult években.

1.2. A dolgozat felépitése

A dolgozat célja, hogy attekintést nytjtson a bels6pontos modszerek elméletérdl, illetve legfrisebb
eredményeirsl. Az elmélet kiterjedtsége miatt természetesen nem lehet célunk a bels6pontos modsz-
erek teljes részletességli bemutatésa, ehelyett inkabb az alkalmazott technikik (bels6pontos feltétel,
centralis ut, Newton—lépés, tavolsagfiiggvények, P, (k) méatrixok) mélyebb elemzésével foglalkozunk.
Részletesen targyalunk két modern belsGpontos algoritmust. A megfelels helyeken utalunk a tovabbi
altalanositéasi lehetGségekre is.

A 2. fejezetben réviden bemutatjuk a linearis és a kvadratikus programozas alapfeladatait és
megadjuk a hozzajuk tartozé komplementaritasi feladatot. A 2.3. szakaszban vezetjiik be a P.(k)
matrixokat és fogalmazzuk meg a el6z6 két feladatnél joval altalanosabb P, (k)-linearis komplemen-
taritasi problémat. Az Gjonnan bevezetett matrixosztaly alaptulajdonsagaival a 2.4. szakaszban is-
merkediink meg. A 3. fejezetben mutatjuk be a bels6pontos modszereket altalanossdgban, a konkrét
eljarasok és elemzésiik pedig a kovetkezo fejezetek témaja. A 4. fejezetben egy klasszikus utkovetd
eljarast, az 5. fejezetben pedig egy altalanositott prediktor—korrektor algoritmust ismertetiink. A

zar6 megjegyzések és az Osszefoglalas a 6. fejezetben talalhatok.

1.3. Jelolések

A dolgozatban az alabbi jeloléseket hasznaljuk. A vektorokat a latin abécé kis délt betiiivel
(x,y,s,...), a matrixokat a latin abécé nagy dolt bettdivel (A, M,...) jeloljik. A konvencioknak
megfelelGen [ jeloli az egységmatrixot, e pedig a csupa egyesbdl allo vektort. Az x vektor i-edik
komponensét z;, az A matrix i-edik soranak j-edik elemét a szokasos modon A;; jeloli. Ha = € R”,
és nem okoz félreértést, akkor X azt az R™*"-beli matrixot jeloli, amelynek f6atlojaban az x vektor
komponensei allnak. Az n-dimenzios euklidészi tér nemnegativ ortansat R% jeloli, a minden kom-
ponensiikben pozitiv vektorokat R’. Két R"-beli vektor skalarszorzatat 27 s-sel jeldljiik, megkiilon-
boztetve az x - s = (1 - S1,...,%, - Sy) koordinatankénti szorzattol. Ehhez hasonloan hasznaljuk
vektorok komponensenkénti osztasara az § jelolést. Altalaban is igaz, hogy ha f : R — R fiiggvény
és © € R™ vektor, akkor f(z) jeloli az (f(z1),..., f(x,)) € R™ vektort.
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1.3. Jelolések

Az 6nallo lemmak, allitasok, tételek bizonyitasanak végét M, egy nagyobb tétel bizonyitasan

beliil egy kisebb lemma bizonyitasanak végét [ jelzi.




2. fejezet

Linearis komplementaritasi feladatok

Ebben a fejezetben bemutatjuk a linearis és a kvadratikus optimalizalas alapfeladatait, majd olyan
modellt adunk meg, amelyik képes egyiitt kezelni ezeket a probléméakat, s6t sokkal altalanosabb is

azoknal. A dolgozat hatralévs részében ezt az altalanosabb modellt oldjuk meg.

2.1. Linearis programozas

A linearisan korlatozott, linearis célfiiggvényes optimalizalas a legegyszeriibb operaciokutatasi mod-
ellek kozé tartozik, mégis szamos fontos gyakorlati problémat lehet megfogalmazni és megoldani
segitségével. Az alapfeladatnak tobb, lényegében ekvivalens alakja létezik, amelyek 1j val-
tozok bevezetésével, atskalazassal, illetve a feltételek atcsoportositasaval konnyen atfogalmazhatok

egymasba. Tekintsiik most az alabbi formaban adott klasszikus linearis programozasi feladatot:
min {c"u: Au > b,u >0}, (P)
ahol A € R™*" b e R™, ¢, u € R", és irjuk fel a duélis problémaét:
max{bTv: ATy <0 > O} . (D)

A primél megengedett megoldasok {u: Au > b,u > 0} halmazat P-vel, a dual megengedett megolda-
sok {v: ATy < e v > 0} halmazat D-vel jeloljiik. Ha az A maétrix sorai linearisan osszefiiggnek,
akkor konnyen lathato, hogy valamelyik egyenlet elhagyhato (kovetkezik a tébbibdl), vagy ellent-
mondasos a rendszer, tehat az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehets, hogy az A mdtriz sorai
linedrisan figgetlenek, vagyis az A teljes sorrang.

Legyen most v € P primdl, v € D dudl megengedett megoldas, ekkor:
c'u > (v A = o7 (Au) > vTb, (2.1.1)

ez a gyenge dualitdstétel. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a dual probléma minden megengedett

megoldasahoz tartozd dudl célfiiggvényérték alsé korlatot jelent a primél optimumra és minden
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2.1. Linearis programozas

primal megoldashoz tartozé primal célfiiggvényeérték felsé korlatot ad a dual optimumra. A c¢fu —
bTv > 0 értéket dualitdsrésnek nevezziik.

A fenti gondolatmenetbdl nyilvanvalo, hogy ha w € P és v € D olyan megengedett megolda-
sok, amelyekre a dualitasrés 0, akkor azok optimélisak is. Ezt felhasznalva az alabbi primal-duél

optimalitési feltételt kapjuk:

Au > b, u >0
— ATy > —c, > (PD*)
v —=cfu > 0
Homogenizaljuk az egyenl&tlenségrendszert:
Au  —br >0, u>0
— ATy e >0, (2.1.2)
v —clu >0, >0
Vezessiink be eltérés-valtozokat:
Au  —br —wy =0 uw>0 w >0
—ATy +er —wy =0 v>0 wy>0 (HR)
v  —clu —w3 =0 T17>0 w3>0

A kapott homogén rendszer a Goldman —Tucker modell [15, 42].

Vizsgaljuk most meg, hogy milyen kapcsolat van a priméal-duél feladatpar megoldhatosaga és a
(HR) feladat megoldhatosaga kozott.! A (HR) feladatnak nyilvanvaloan megoldésa a csupa nulla
vektor. A nemtrividlis megoldasokrol a kovetkezGk mondhatok.

Ha a (HR) valamely (u, v, 7, w;, ws, ws) megoldasara 7 > 0 és w3 = 0, akkor az (%, %) optimaélis
megoldast szolgaltat a primal-dual problémaéra.

Ha olyan megoldast kapunk, amelyre 7 = 0 és w3 > 0, akkor a (HR) rendszer els6 és masodik
egyenlete miatt Au > 0 és ATv < 0. Mivel wz > 0, ezért a harmadik egyenlet miatt b7v > 0 és
cT'u < 0 koziil legaldbb az egyik teljesiil. Ha b7v > 0 és létezne (P)-nek u > 0 megoldésa, akkor arra
0 < bTv < uTATv < 0, vagyis (P)-nek nincs megoldasa. Hasonloan, ha ¢’u < 0 és létezik (D)-nek
v > 0 megoldasa, akkor arra 0 > c¢Tu > v Au > 0, vagyis (D)-nek nincs megoldasa.

Problémat jelentene, ha a homogén rendszernek létezne olyan (u,v,7,w;,ws, w3) megoldasa,

amelyre Tws > 0. Ez azonban nem fordulhat els, mivel:

T

0 < tws = 7b'v — 7cfu = v Av — wiv — w"'ATv — wliv = —wlv —wiuv < 0 (2.1.3)

Ha (u, v) olyan megoldésa a primal-duél rendszernek, amelyre a dualitasrés 0, akkor az megoldasa

a Goldman —Tucker rendszernek is 7 = 1 és ws = 0 valasztassal.

!Ezek a gondolatok — trivialitasuk ellenére — az elmélet alapvetd elemei. A most kivetkezd, igen vilagos elemzés
[41]-ban talalhato meg.




2.2. Kvadratikus programozéas

Ezzel ekvivalens modon atfogalmaztuk a linearis programozési alapfeladatot. A kapott (HR)

feladat jobb megértése érdekében legyen
0 A —b
M = <—AT 0 c >
bt —cT 0o

s= Mz+q=(w,ws,ws)
q= 0.

Ezekkel a jelolésekkel a (HR) probléma a kovetkezd alakban irhato:

min ¢’z (2.1.8)
Mz > —q (2.1.9)
z >0 (2.1.10)

Elegends tehat a (2.1.8) feladattal foglalkozni, ahol az M maétrixra igaz, hogy M7 = —M. Az ilyen

matrixokra kiilon elnevezést vezetiink be:

2.1.1. Definicié. (Ferdén szimmetrikus méatrix) Az M € R™ "™ mdtrizot ferdén szimmetrikusnak
nevezziik, ha MT = —M.

Mivel esetiinkben a ¢ = 0 valasztassal irtuk fel a feladatot, ezért > 0 miatt az optimum értéke 0.

Igy foglalkozhatunk a

—Mz+s=q (2.1.11)
x>0,5>0 (2.1.12)
r-s=0 (2.1.13)

feladattal. Ezt a problémat nevezziik ferdén szimmetrikus linedris komplementaritdsi feladatnak. Az
olyan megoldasokat, amelyekre teljesiil az x - s = 0 feltétel, komplementaris megoldasnak nevezziik.

A fentieket foglalja 6ssze a kovetkezd allitas.

2.1.2. Allitas. A (HR) feladat (u,v, T, wy,ws, w3) komplemetdris megolddsa pontosan akkor dllitja
eld a (PD*) feladat megolddsdt, ha T > 0.

2.1.3. Kovetkezmény. Ha a (HR) feladat minden komplementdris megolddisira T = 0, akkor a
(P) és (D) feladatoknak nem létezik optimdlis megolddsa.

2.2. Kvadratikus programozas

Ebben a szakaszban a linearisan korlatozott, de kvadratikus célfiiggvényes optimalizalasi modellt
vizsgaljuk. Ez a modell latszolag bonyolultabb az el6z6 szakaszban targyalt linearis modellnél, vis-

zont hasonl6 komplementaritési problémara vezet, mint a linearis feladat. Csakigy, mint a linéris
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2.2. Kvadratikus programozéas

programozasnak, a kvadratikusnak is szamtalan kiilonboz6 forméaja hasznélatos, a tovabbi vizsgala-

tokhoz tekintsiik a kovetkez6 alakban adott kvadratikus optimalizalasi primal-duél feladatpart:

1 1
min {cTu + §(CU)2 + 522: Au+ Bz > b,u > O} (QP)
T, 1 o L oo 7 T
max vb—é(vB) —gwiv A—w' C<c,v>0p, (QD)

ahol A € R™", B € R™* C € R™" tetsz6leges matrixok és c,u € R*, b,v € R™, z € RF ésw € R
vektorok.?

Vezessiik be a primdl megengedett megolddsok
QP = {(u,2) e R"™: Au+ Bz > b, u >0} (2.2.1)
és a dudl megengedett megolddsok
QD = {(v,w) eR™": v"A—w"C < ¢, v >0} (2.2.2)
halmazat. Az el6z6 szakaszhoz hasonldan egyszeriien igazolhato a kiovetkezg allités.

2.2.1. Allitas. (Gyenge dualitastétel) Barmely (u,z) € QP és (v,w) € QD esetén
oL o, Lo oo 1,
c u+§(0u) +§z > b—§(v B) - (2.2.3)

A kvadratikus programozasi feladatnak megfelels6 komplementaritasi problémat konnyen
megkaphatjuk, ha felirjuk a primal feladat Karush - Kuhn - Tucker-rendszerét.® A kovetkezo tételt

hasznéljuk:

2.2.2. Tétel. (KKT-rendszer) Legyen O # X C R"™ nyilt halmaz, f: R — R, g: R" — R™,
h: R" — R! differencidlhaté konvex fiigguények. Tegyiik fel tovdbbd, hogy a ¢'(x) és a h'(x) mdtriz

teljes sorrangu. Ekkor az aldbbi két dallitas ekvivalens:

1. & € R" lokdlisan optimadlis megolddsa a

min f(z) (2.2.4)
g(z) <0 (2.2.5)
h(z) =0 (2.2.6)

reX (2.2.7)

problémdnak.

2Ebben a modellben a lineéris programozés is megfogalmazhato.
3Ezt természetesen megtehettiik volna a linearis esetben is, azonban ott — az elmélet mdgott rejls dsszefiiggések

feltarasa végett — praktikusabb volt egy szemléletes targyalasmaod.
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2.3. A P.(k)-linearis komplementaritési feladat

2. Létezik v € R™, v € R! vektor, hogy

f(@) + g (@)u+ h(z)v =0 (2.2.8)
ulg(7) +vTh(Z) =0 (2.2.9)
u> 0. (2.2.10)

Konnyen ellenérizhetd, hogy teljesiilnek a tétel feltételei, vagyis azt kapjuk, hogy a (QP) és (QD)
feladatparhoz tartoz6 komplementaritasi feladat linearis komplementaritasi feladat lesz, amely a

kovetkez6 formaban adhaté meg:

—Pv — Au + 0 = —b
ATy — Qu + u = c
, LCP,
w, v, U, U > 0 ( ar)
uu = 0, v = 0

ahol P = BBT és Q = CTC pozitiv szemidefinit métrixok. Jeldlje a (QP) és (QD) feladatokbol
nyert (LCPgp) feladat matrixat M. Ekkor az M méatrix a kovetkez6 alaku lesz:

P A

M:
AT Q

(2.2.11)

)

ahol P és () pozitiv szemidefinitek. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:
qg:=(2L), z:=(v,u) és s:=(v,u). Ekkor az (LC'Pyp) feladat egyszertien

—Mzr+s=q
x,5>0
r-s=0

alaki lesz, ahol az M matrix specialis szerkezetd, un. biszimmetrikus mdtriz.

2.2.3. Definicid. (Biszimmetrikus matrix) Az M =

P és Q) pozitiv szemidefinit mdtrizok.

(_iT S) € RV*N biszimmetrikus mdtriz, ha

Megjegyezziik, hogy a dual feladatbol indulva ugyanezt a komplementaritasi feladatot kaptuk volna.

2.3. A P.(k)-linearis komplementaritasi feladat

Az el6z6 szakaszokban bemutattuk, hogy a lindrisan korlatozott, linearis vagy kvadratikus célfiig-

gvényes programozasi feladatok felirhatok

Mz+q=s
x,8>0 (CP)
r-5=0

11



2.3. A P.(k)-linearis komplementaritési feladat

alakban, ahol az M matrix a linearis célfiiggvény esetén ferdén szimmetrikus, kvadratikus esetben

biszimmetrikus matrix. Most ezt a modellt altalanositjuk. Tekintsiik az alabbi definiciot [25]:

2.3.1. Definicié. (P.(k) matrix) Az M € RN*N mtriz P,(k) mdtriz, ha minden u € RN vektorra
i€T ieT_
ahol
T, ={i: w[Mul; >0}, Z_={i:w[Mu]; <0}.

Vegyiik észre, hogy az indexhalmazok fiiggnek az u vektortol és az M matrixtol is. Jelolje P, azon
matrixok halmazat, amelyek valamilyen s-ra kielégitik a fenti definiciot, vagyis
P, = P.(v). (2.3.1)
K>0
Nyilvanvalo, hogy a P,(0) matrixok osztélya definicio szerint megegyezik a pozitiv szemidefinit
matrixok osztalyaval. ElGszor azt mutatjuk meg, hogy ez a matrixosztaly tartalmazza az el6z6 két

fejezetben targyalt matrixokat.

2.3.2. Allitas. A ferdén szimmetrikus és a biszimmetrikus mdtrizok pozitiv szemidefinitek, vagyis
P,(0) mdtrizok.

Bizonyitas: Legyen M ferdén szimmetrikus méatrix. Ekkor 27 Mz = (xTMx)T = 2TMTy =
—2T Mz, vagyis minden z esetén 2T Mx = 0, igy M pozitiv szemidefinit. Masrészt legyen M =
(_ZT é) biszimmetrikus matrix, ahol P és Q pozitiv szemidefinit matrixok. Tekintsiik az % Max
szorzatot és bontsuk fel az z-et az M matrix szerkezetének megfelelGen (x1,z5) alakban. Ekkor
"Mz = 2T Pxy + 27 Qxy > 0, mivel P és Q pozitiv szemidefinit, ezzel az allitast belattuk. |

A kovetkezd példa azt mutatja, hogy a P, matrixosztaly b&vebb a ferdén szimmetrikus és a

biszimmetrikus méatrixoknal.

2.3.3. Példa. Tekintsik az

mdtrizot. Ekkor eqyrészt az u = (1,1) vektorral u' Mu = —1, tehdt M nem pozitiv szemidefinit,

mdsrészt barmely u = (x,y) esetén a k = < vdlasztdssal

2
(14 4k) z:ul[lwu]Z + Z%[MU]Z > (14 4k)y* + 2% — 3zy = (gy — x) >0,

I, T
vagyis M a P.(35) osztdlyba tartozik.
Tekinthetiink a P, (k) matrixoknal altalanosabb osztalyt is:
2.3.4. Definicié. (Fy matrix) Az M mdtriz Py tulajdonsdgi, ha minden féminorja nemnegativ.

A bevezet6ben méar emlitettiik, hogy a P,(k) méatrixokra a belsGpontos eljarasok polinomialisak.

Ismertek olyan példak P, méatrixokkal, amelyek viszont N P-teljesek (1. [25]).
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2.4. A P.(k) matrixok alapvetd tulajdonsagai

2.4. A P.(rk) matrixok alapvetd tulajdonsagai

Ebben a szakaszban foglaljuk 0ssze azokat az allitdsokat, amelyeket a késGbbi bizonyitasokban fel

fogunk hasznalni.

2.4.1. Lemma. Ha az M mdtriz P.(k) tulajdonsdgi, akkor az

M’—[ —M I] (2.4.1)
S X

mdtriz minden S és X pozitiv diagondlis mdtrix mellett nemszinguldris.

Bizonyitas: Legyen elgszor M P,(k) matrix, x és s pozitiv vektorok. Tegyiik fel, hogy M’ szin-
gularis, ekkor létezik ¢ = (£,7n) # 0, hogy M'¢ = 0, vagyis

n = ME¢. (2.4.3)

Itt £ # 0, igy a (2.4.4) allitas miatt talalhato olyan ¢ index, hogy & # 0 és n; > 0. Mésrészt viszont
Emi = —si&%/x; < 0, ami ellentmondas. Ezzel belattuk, hogy M’ nemszingularis. |

2.4.2. Megjegyzés. Beldthatd, hogy az M’ mdtriz pontosan akkor nemszinguldris, ha M Py tula-
jdonsdgi, vagyis, ha M minden féminorja nemnegativ [25]. Ez azt is mutatja, hogy minden Pi(k)

mdatriz Py mdtriz is eqyben. A dolgozat tovdbbi részében erre az eredményre nem lesz sziikségiink.
A kovetkez6 lemma a P, (k) matrixok ekvivalens jellemzését adja.
2.4.3. Lemma. A aldbbi két dllitas ekvivalens (k > 0):

1. M € R™™ P,(k) mdtriz.

2. Bdarmely D € R™" pozitiv diagondlis mdtriz és h € R™ vektor mellett a

—Mz+s=0
(2.4.4)
D'z +Ds=h
rendszer tetszdleges (x, s) megolddsdra teljesiil, hogy
zT's > —k|h|. (2.4.5)
Bizonyitas: Nyilvanvalo, hogy a masodik allitds a h vektor nélkiil is megfogalmazhato:
Barmely x,s € R" vektorra, ahol Mx = s, teljesiil, hogy
vl's > —k i%f | D"z + DSH2. (2.4.6)
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2.4. A P.(k) matrixok alapvetd tulajdonsagai

El6szor azt latjuk be, hogy
inf HD_II + DS”2 =4 Z x;Si, (2.4.7)
b €Ty

ahol Z, = {i: z;s; > 0}. Ehhez legyen D = diagd, ahol d € R™ \ {0} pozitiv diagonalis matrix.

Ekkor N ) . )
. -1 2. & e, — ; & .G,
1r[1)f HD x4+ DsH = éggzl: (di + dzsz) z;dlgf;] (di + dzsz) (2.4.8)
2
Vizsgaljuk az a(x;,s;) = infg~o (2—2—1—6&&) tagokat. Ha x;s; < 0, akkor d; = —f;”—l esetén

a(x;,s;) = 0. Ha a;s; = 0, akkor z; = 0 (vagy s; = 0), igy d; — 0 (d; — o0) esetén a(z;,s;) — 0.

Az x;5; > 0 esetben az alabbi becslés igaz:

2 2
d; d;
A becslésben pontosan akkor all fenn egyenléség, ha d; = i—l, vagyis o(z;,s;) = 4x;s;. Ezeket

osszeadva adodik a (2.4.7) allitast. Ebb6l kapjuk, hogy a lemma masodik allitasa ekvivalens a

e Mz + 4k Z z;[Mz); >0, VreR" (2.4.10)

€T

allitassal, ami éppen a P, (k) matrixok definicioja. Ezzel az ekvivalencia mindkét irdnyat belattuk.
[

Gyakran fogjuk hasznalni a kovetkezd tulajdonsagot:

2.4.4. Allitas. Ha az M mdtriz P.(k) tulajdonsdgi, akkor biarmely x # 0 vektor esetén létezik
olyan 1 index, hogy

Bizonyités: Az allitas tulajdonképpen azt mondja ki, hogy barmely x > 0 esetén az Z9 indexhalmaz

csak akkor lehet iires, ha Z% is az, ez viszont trivialis kovetkezménye a P, (k) tulajdonsagnak. W
2.4.5. Megjegyzés. Ez a tulajdonsdg is ekvivalens a Py mdtriztulajdonsdggal. [9]

Tovabbi tulajdonsagok és fontos becslések talalhatok [25]-ben.
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3. fejezet

Bels6pontos modszerek

Amint azt a linearis programozasi feladat atirasarol szolo 2.1. szakaszban lattuk, az LP feladat

megoldasa ekvivalens egy ferdén szimmetrikus komplementaritasi feladat megoldaséaval, nevezetesen:

Ar= b, x>0
ATy+s: c, s>0

z-s=0

Itt az els6 és a mésodik sor rendre a primal és a dual megengedettséget adja, mig a harmadik
sor a komplementaritasi feltétel, amely biztositja, hogy a megoldas optimélis legyen. Az LP fe-
ladat megoldasara hasznalt algoritmusok mindegyike azt a modszert koveti, hogy ezen feltételek-
b6l néhanyat dllanddan megtartva igyekszik a relaxalt feltételeket is kielégiteni. A primal (duél)
szimplex-modszer csak a duél (primal) nemnegativitast relaxélja, az eljards soran végig bazis-
megoldéasokon dolgozik és akkor ér véget, ha a dual (primél) valtozoé nemnegativva valik. A criss—
cross-modszer mindkét elGjelmegkotési feltételt relaxalja és addig hajt végre béaziscseréket, amig
megengedett megoldést nem kap. Ezek az 6sszefoglalo néven pivot-algoritmusnak nevezett eljarasok
csak bazismegoldasokon dolgoznak, és felhasznaljak azt a tényt, hogy az optimum bazismegoldison
is folvétetik.

A bels6pontos algoritmusok a megengedettségi feltétel egy erésebb formajat kovetelik meg: szig-
ortian pozitiv megengedett megoldésokon keresztiil probéljak elérni, hogy a komplementaritasi felté-
tel is teljesiiljon. A gyakorlatban ez a dualitasrés minimalizalasat jelenti, amibdl mar latszik, hogy
ezek a modszerek — legalabbis az esetek nagy részében — nem képesek pontos megoldast adni. Ez
azonban csak latszolag jelent problémat: egyrészt a gyakorlati alkalmazasokban legtobbszor elég
egy rogzitett hibakorlaton beliil megoldast talalni, mésrészt a ,majdnem pontos” megoldasbol egy
polinomiélis kerekitési eljarast hasznalva els lehet allitani a pontos optimumot [17]. Ennek ellenére
a bels6pontos modszerek fejlédését és gyakorlati elterjedését sokdig visszavetette az, hogy nagy

pontossagi szamitast igényeltek.
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3.1. Elméleti hattér

3.1. Elméleti hattér

3.1.1. A belsépontos feltétel

Mostantol az LP feladat helyett a sokkal altalanosabb P, (k)-linearis komplementaritasi feladattal
foglalkozunk. Amint azt bemutattuk az el6z6 fejezetben, ez a modell tartalmazza a linearis és a

kvadratikus célfiiggvényes optimalizalasi problémét is. Tekintsiik tehat az alabbi feladatot:

Mz +q=s
x>0, s>0, (3.1.1)

s-x=20

ahol M P,(k) méatrix, ¢ > 0. Definidljuk a kovetkezs halmazokat:
Megengedett megoldasok: F = {(z,s) € RZ': Mz + g = s}

Szigortian megengedett megoldasok: 7 = {(z,s) € R¥" : Mz + q = s}

Optimalis megoldasok: F, = {(z,s) ER? : Mz +q=s,2-s=0}

A szigortian megengedett megoldasokat gyakran belsd pontnak,! az optimalis megoldasokat pedig

komplementdris megoldasnak fogjuk nevezni. Sziikségiink lesz az aldbbi feltételre:

3.1.1. Definicid. (Belsdpontos feltétel, IPC) A tovdbbiakban feltessziik, hogy a belsé pontok F

halmaza nem res, vagyis létezik belsd pont.

A bels6 pont létezésének kérdése alapvetd fontossagi. A tovabbiakban belatjuk a belsé pont

létezésének fontosabb kévetkezményeit:

3.1.2. Tétel. Ha M P.(k) mdtriz és létezik belsd pont, akkor az
F={(z,s) e F:ax-s<w} (3.1.2)
szinthalmaz minden w € RE, esetén nemiires, kompakt halmaz.

Bizonyitas: Legyen (2°,s%) belsé pont és w® = 2°- s° > 0. A tételt tobb részben bizonyitjuk.
KORLATOS: Legyen (z,s) € F*, ekkor z - s < w. Hasznaljuk tovabbd a ® := 2%"s = eTu® és

c:=12Ts = elw jelolést. A P,(k) matrixok definiciéja alapjan irhatjuk, hogy

(x — 2T (s — s°) > —4k Z (z; — 20)(s; — 8Y) > —4k Z zi8; + 2dsd) >

i€I+ Z€I+

> —4r(2Ts + mOTSO) > —4k(c+ ), (3.1.3)

1Az elnevezést az indokolja, hogy a szigortan megengedett megoldasok altaliban bels§ pontjai a megengedett

megoldasok halmazanak.
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3.1. Elméleti hattér

ahol Z, = {i : (z; — 29)(s; — s¥) > 0}. Igy:

s+ 2% s = 2Ts + 20780 — (x— 27 (s —s°) <c+ A +4r(c+ ) =

= (14+4K)(c+ ), (3.1.4)

vagyis
Fv C {(x,s) >0:5 2 +2%s < (14 4rK)(c+ CO)} , (3.1.5)

ami korlatos halmaz.

ZART: Vezessiik be az f : R*™ — R" fiiggvényt, amelyre f(z,s) = x-s. Lathato, hogy az f fiiggvény
folytonos a teljes értelmezési tartomanyan. Ekkor az F* szinthalmaz az alabbi alakban Aallithato
el6:

Fo=Fnft(w-RL), (3.1.6)

ahol w — R = {w —w' w e R%}, f71 pedig teljes inverz képet jeldl. Az f fiiggvény folytonos, a
w — RE halmaz zart, igy az 6skép is az, tehat a F halmaz zartsdga miatt F* is zart.

NEMURES: Tegyiik fel indirekt modon, hogy létezik w > 0, amelyre F? = (. Az F*’ halmaz nem
iires, mivel tartalmazza az (2%, s%) pontot és a mar bizonyitottak miatt kompakt is. Tekintsiik a

kovetkezG halmazt:
Q:{wEO‘EI(x,s)G}":a:-SZw} (3.1.7)

A G halmazrél az alabbi mondhato:

3.1.3. Lemma. A G halmaz nemiires és zdrt.

Bizonyitas: A belsé pont létezése miatt w® € G, vagyis G nem iires. A zartsaghoz azt kell igazolni,
hogy barmely G-beli pontsorozat limeszpontja is G-ben van. Legyen tehat w” konvergens sorozat,
amelyre w" — w. Azt kell belatni, hogy létezik (z,s) € F, amelyre w = - 5. Tekintsiink egy olyan
w € R elemet, amelyre teljesiil, hogy Vn @ > w" és w > w. A G halmaz definicidoja miatt a w"
sorozathoz létezik olyan (z",s") sorozat, hogy w™ = z" - s", ahol (2" s") € F®. Az F® halmaz
kompakt, igy az (x™,s") sorozatnak van konvergens részsorozata, amelynek hatarértékét jeloljiik
(z,5)-pal. Az (z,s) — x - s leképezés folytonossaga miatt ekkor w = T - 5, vagyis w € G. Ezzel a
lemmat belattuk. U

Legyen w’' € R™ olyan vektor, hogy w’ > w® és w’ > 1 és tekintsiik az
A={weR} :e'w<euw'} (3.1.8)
nemiires, kompakt halmazt. Definidljunk egy f: AN G — R fiiggvényt:

07 ha W < wiv
filw) = (3.1.9)
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3.1. Elméleti hattér

A definici6 miatt az f fiiggvény folytonos, igy a ||.||,, folytonossaga miatt a || f(w)]|,, fiiggvény is
folytonos. Mivel kompakt halmaz zart részhalmaza kompakt, igy a Weierstrass—tétel miatt az f
fiiggvény felveszi a minimumat az A N G halmazon, vagyis létezik p, hogy

p=f (@)l = min [If(w)ll <[] (3.1.10)

ahol az utolsé egyenlStlenség azért igaz, mert w® € A. Ha most p = 0 lenne, akkor létezne olyan

*

w* € ANG, amelyre w* < w, de ekkor w* € G miatt 2, s*, hogy z* - s* = w* < w, ez pedig

ellentmond annak, hogy F? = (), vagyis p > 0. Tekintsiik most a
T(w*,w) ={w:w" <w<w} (3.1.11)

halmazt, amely tulajdonképpen egy n-dimenzios (esetleg elfajuld) téglatest. Célunk az, hogy a w*
pontbo6l a w pont ,fel¢” ellépve olyan w™ pontot talaljunk a téglatestben, amelynek ismerjiik az
zt st = wt eldallitasat, ekkor a ||f(w*)||, < || f(w*)| ellentmondas miatt az indirekt feltevés
nem igaz, vagyis F% nem iires. A kdvetkezs eredményre még hivatkozni fogunk a késsbbiekben, igy

altalanos lemmaként fogalmazzuk meg.

3.1.4. Lemma. Legyen M € R™" P, (k) mdtriz, ¢ € R" vektor, tovdbbd w' < w* € R’} olyan

L.sl és Mat + q = st. Legyen

vektorok, hogy létezik (x', s') € R, amelyekre w' = x
T(w',w?) = {w:w' <w < w’}. (3.1.12)

Ha int T(w',w?) # 0, akkor létezik o € (0,1) és (Ax,As) € R*", hogy az 2+ = z' + aAz > 0,

sT=s'+alAs >0, w" =a"-s" vektorokkal w € int T(w', w?).
Bizonyitas: Tekintsiik az

MAz = As (3.1.13)
s'Ar + 2'As = w? — w? (3.1.14)

rendszert. Mivel M P,(k) matrix, igy a (2.4.1) lemma miatt ennek a rendszernek létezik

egyértelmien (Az, As) megoldasa. A tovabbiakban olyan o € (0, 1)-et kell talalni, amelyre

=2 +aAz >0 (3.1.15)
st=s'+aAs>0 (3.1.16)
wy < wl < w} Vi, (3.1.17)

ahol a harmadik feltétel biztositja, hogy a w™ pont valoban tégla belsejében van. Az els két feltételt

koordinatankénti alakra bontva a kovetkezo feltételeket kapjuk az o szémra:

@ < mingas,<o {—jx} S~ (3.1.18)
o < mingag<o {—2% } = az, (3.1.19)
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3.1. Elméleti hattér

ahol az oy és s szamok az (z, s) szigoru pozitivitasa miatt pozitivak. A harmadik feltétel elss fele

az aldbbi alakban irhato:

w; < wl = af st = (2] + alx;) (s} + als;) = 1;s; + a(Avgs; + Asir )+

+ ?ArAs; = wi + a(w? —w}) + a?Ax;As;,  (3.1.20)

vagyis
(w? — wy) + alz;As; > 0. (3.1.21)
Ez a feltétel csak azokra a i indexekre jelent megkotést, amelyekre Ax;As; < 0, mégpedig a kovetkezd
formaban: w2 wl
a < i:Ai?Ai.gi<0 {—M} =: s, (3.1.22)

ahol a3 ismét pozitiv szam. A mésik feltételt tekintve:

w? > w = xf sy = (x} + alAx;)(s] + als;) = xis; + a(Avs; + Asgx))+
+ ?ArAs; = w; + a(w? —w}) + a*Ax;As;,  (3.1.23)
vagyis
0< (1—a)(w?—w)—a*Az;As;. (3.1.24)

Mivel w?—w} > 0, ezért ez csak akkor jelent megkétést, ha Az;As; > 0. Ebben az esetben az egyenlet

kisebbik gyoke negativ, igy az egyenlétlenség azokra a pozitiv a szamokra teljesiil, amelyekre:

w} —w? + /(w? — w})? + 4Az;As;
i % i — W - 1.2
o < ZAQ}zASZ Qiy, (3 5)

ami Ax;As; > 0 miatt pozitiv. A kapott feltételeket Gsszevetve kapjuk, hogy barmely
a < min{ay, g, ag, g, 1} (3.1.26)

szam kielégiti a lemma kivanalmait. [lyen pedig az «; szamok pozitivitasa miatt létezik. U

Most mar kénnyen befejezhetjiik a tétel bizonyitasat, hiszen, ha int T'(w*, w) # (), akkor az el6bb
belatott lemma miatt létezik olyan wt = z7-sT, hogy w < w < w*, vagyis || f(w™)||, < || f(w*)] .,
ami ellentmondéas. Ha int T'(w*, @) = (), akkor folytonossagi megfontolasok miatt felvehetiink egy w’
pontot a w* megfelelgen kis kornyezetében, amelynek ismerjiik a ' - s’ elGallitasat és arra a pontra
mondjuk el a bizonyitast. A bizonyitas azért fog miikodni, mert elég a legnagyobb koordinataban
kozelebb keriilni a w ponthoz.

Ezzel a tétel mindegyik allitasat belattuk. ]

3.1.5. Kovetkezmény. Ha létezik belsd pont, akkor az optimdlis (komplementdris) megolddsok
f*:{(x,s)ERM:—Mx—l—q:s, .T,SZO,SC'SZO} (3127)

halmaza kompakt.
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3.1. Elméleti hattér

Bizonyitas: Legyen (w') C R" olyan sorozat, hogy w' > 0, w'™ < w® és lim;_. w® = 0. Ekkor

el6z6 tétel jeloléseivel irhatjuk, hogy

Fo=F =F"cr (3.1.28)

i=1
A tétel szerint a F*' halmazok kompaktak és nem iiresek, igy az F. halmaz zart és része az Fu’
halmaznak, ami kompakt, vagyis a F, halmaz is kompakt. [ |
Amint azt mar emlitettiik korabban, a bels6pontos modszerek csak a komplementaritési feltételt
relaxaljak, és a tobbi feltétel megtartasa mellett torekednek arra, hogy az z - s vektor ,kozel legyen”
a nullvektorhoz. Ebbdl a koncepciobol adodik az alabbi, Sonnevend Gydrgytdl |37, 28| szarmazo

definicio:

3.1.6. Definicio. (Centralis ut) Az

Mz+q=s
23>0, >0 (3.1.29)
s-x = pe
rendszer (x, s, u) megolddsait — ahol e = (1,...,1) — centralis utnak nevezzik.

A definicio jogossagarol szol az alabbi allitas:

3.1.7. Allitas. Ha M P.(k) mdtriz és a (5.1.1) rendszernek létezik belsd pontja, akkor minden
> 0 értékhez eqyértelmien létezik (x, s) vektor, amely kielégiti a centrdlis 4t definicidjdt, vagyis a

centrdlis ut egyparaméteres gorbe a primdal-dudl vdltozok terében.
Ennél erésebb allités is igaz.
3.1.8. Tétel. Az aldabbi dallitisok ekvivalensek:

1. A (3.1.1) rendszernek létezik belsé pontja.
2. Minden p > 0 szdmhoz létezik eqyértelmien olyan (x,s) € Fy vektor, hogy « - s = ue.
3. Minden w € R3" vektorhoz létezik egyértelmiien olyan (x,s) € F. vektor, hogy x - s = w.

Bizonyitas: (Kojima, [25]) Nyilvan elég az (1)—(3) irdnyt belatni, mivel a tobbi trivialis.
EGYERTELMUSEG: Tegyiik fel indirekt modon, hogy valamely w > 0-hoz léteznek (z',s') #
(z2,s*) > 0 vektorok, amelyek kielégitik a harmadik &llitast. Ekkor:

M(zt — 2?) = s' — §* (3.1.30)
-5 =z"-5>0 (3.1.31)

Mivel ' — 22 # 0, ezért a (2.4.4) lemma alapjan tekinthetiink olyan ¢ indexet, amelyre x} # z? és

0 < (z; —2?)(s; — s?). Nyilvan feltehetjiik, hogy pl. z; > 7, de ekkor a kapott egyenl6tlenség miatt

3 (2
2 —=

s; > s2, ez viszont ellentmond annak, hogy z}z? = s!s? > 0. Ezzel az egyértelmiséget belattuk. O
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3.1. Elméleti hattér

A létezésre két bizonyitast adunk. Az elsé egy analitikus egzisztenciabizonyitas, a masik egy
konstruktivabb szellemt, Newton-rendszerre épiilé bizonyitéas.
LETEZES (1. BIZONYITAS): Legyen w' = z' - s' € R", ahol (z',s') € F; belsé pont, ilyen a

bels6pontos feltétel miatt 1étezik. Tekintsiik most az
rv-s=(1—-tw' +tw, te€l0,1], (z,s)€F, (3.1.32)
egyenleteket. Legyen
t* = sup {{: (3.1.32)-nek V¢ € [0, {)-re létezik megolddsa} (3.1.33)
Ekkor van a megoldasoknak egy olyan (z*, s*, t*) sorozata, hogy limy_., t* = ¢*. Ebben a sorozatban
2 sk = el(2F - s") = (1 — tF)eTw' + tFe"w < e"w' + e"w, (3.1.34)

amibdl a (3.1.2) allitas felhasznalasaval kapjuk, hogy a {(z*, s*)} halmaz korlatos, vagyis feltehetd,
hogy tart egy (z*,s*) € F, ponthoz. Folytonossagi megfontolasok miatt erre a pontra igaz, hogy

st = (1 —t)w' + t*w. (3.1.35)

A jobb oldalon all6 vektor pozitiv, vagyis a hatarértékként kapott (z*,s*,t*) pont is kielégiti a
(3.1.32) rendszert. Ha most t* = 1, akkor készen vagyunk. Ha t* < 1, akkor a mar bizonyitott
unicitas miatt az

u:R"™" - Fo u(z,s)=x-s (3.1.36)

leképezés lokalis homeomorfizmus (z*, s*)-ban. Ekkor azonban a (3.1.32) rendszernek minden t-hez
elég kozeli t*-ra van megoldasa, ami ellentmond t* definiciojanak. U
LETEZES (2. BIZONYITAS): Hasznaljuk a (3.1.2) tétel jel6léseit. Ekkor az 7 halmaz minden w € R”
esetén kompakt, nemiires halmaz. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik w > 0, amely nem all el6 % - 5
alakban. Tudjuk, hogy az F¥ halmaz nem iires, igy ez csak gy fordulhat el§, ha Ji : 2;8; < 1,
amibél kovetkezik, hogy 275 < eT.

Tekintsiik az f : F — Rg, f(z,s) = 2Ts folytonos fiiggvényt. A F® halmaz kompaktsiga miatt
létezik (7,5) € F%, amelyre

775 = maxa”s. (3.1.37)
f’UJ

Tekintsiik most a T'(w, w) téglat, ahol w := Z-5. Ha T'(w, w) nem iires, akkor a (3.1.4) lemma miatt
létezik (Ax, As) és « € (0,1), hogy
(z",s7) € int(w, w) N Fy, (3.1.38)
ahol 17 = T+aAx, sT = 5+als. A tovabbiakban olyan a értéket valasztunk, hogy (z*)7s™ > 7
és wt € FY teljesiiljon, ami ellentmond (7, 5) optimalitdsanak. A definiciok miatt:
wh = (Z+ aAr)(5+ als) =75+ a(5Ar + TAs) + o*Ax - As =
=W+ a(d —w) + a*AzAs, (3.1.39)
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3.1. Elméleti hattér

vagyis

(2P st = efwh = e"w + ae’ (b — w) + a*AxT As >

> eTw + ae’ (W — w) — 4k’ Z Ax;As;, (3.1.40)
i:Ax; As; >0

ahol az utolso6 egyenl6tlenségnél kihasznaltuk a P.(k) tulajdonsiagot. Olyan a-t keresiink, amelyre
e’ (w — w) — dra Z Ax;As; >0, (3.1.41)
1:Ax; As; >0

ahonnan atrendezés utan kapjuk az

T A —
e (w — w)
0<a< 3.1.42
“ 4"{ Zi:ACEiASi>O szASZ ( )
feltételt. Tlyen o az e’ (1w — w) pozitivitdsa miatt létezik.? O
Ezzel a tételt belattuk. |

A centralis ut tovabbi analitikus tulajdonsagaival foglalkozik [35] 16. fejezete.

3.1.9. Példa. Tekintsik djra az M = ( § 7*) mdtrizot a ¢ = () jobboldal mellett. Ekkor a centrdlis

ut p értékhez tartozo (x,s) pontjdra:

T —3rs +1

51
To = 8o
T1,T2, 81,52 > 0

TS = W

Ezt konnyen megoldhatjuk, és kapjuk, hogy a centrdlis it p-hoz tartozo pontja

Ty = Vi

o 3/~ 1+4+/13u—6,/fi+1
2 = 2

g —T7/li+5+4+/131—6,/fi+1
1 2
u 3YE—1+4/13u—6/nt1

Sy = 5

A kapott eredményt a (3.1) dbrdan ldthatjuk.

Mivel a centralis ut (z,s) pontjaira = - s = pe és az elébb bizonyitott tétel szerint barmely p
értékhez létezik megfelels (z, s) pont, ezért u — 0 esetén a megfelel (z*, s*) pontsorozat hatarértéke
olyan (z*, s*) pont, amelyre z* - s* = 0, vagyis optimalis (komplementaris) megoldas. Szemléletesen
ez azt jelenti, hogy a centralis tton ,végighaladva” — vagyis egyre kisebb u értékekhez kiszamitva az

(x,s) vektort — optimalis megoldashoz tartunk.

2Az (5.1.2) lemma alapjan konkrét becslést is adhatnénk az a értékre, azonban erre most nincs sziikségiink.
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3.1. Elméleti hattér

3.1. dbra. A (3.1.9) példaban szerepl§ feladat centralis atjanak részlete
A nyilak a csokkend p értékek iranyaba mutatnak. A négy valtozo koziil csak harmat abrazoltunk,

mivel z9 = s5.

3.1.10. Példa. Az eldbbi példdt meguizsgdlva latjuk, hogy a centrdlis it limeszpontjdra

x; =0
x5 =0
s1=3
sy =0,

vagyis valoban megolddsa a feladatnak.

A gyakorlatban ez nem kivitelezhets, mivel ennek a segédfeladatnak a bonyolultsiga megegyezik
az eredeti feladatéval. Célunk inkdbb az, hogy a centralis ithoz valamilyen értelemben kozel marad-
junk. A centralis uttol valo tavolsagot egy o(x, s, p) fliggvény meéri, amelynek konkrét alakjarol
kés6bb lesz sz6. Az algoritmusok egy elére adott belsd pontbol indulnak, vagyis feltessziik, hogy
létezik ilyen pont. Az el6bb lattuk, hogy ebben az esetben létezik komplementaris megoldas, példaul
a centralis ut hatarpontja ilyen. Ez a feltétel az egyik kritikus pontja a bels§pontos modszereknek.
Léteznek ugyan modszerek, amelyek egy olyan (nagyobb) feladatba dgyazzak a problémat, amelynek

mar létezik bels6 pontja, de ezek nem alkalmazhatok teljes altalanossagban.
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3.2. Szabad paraméterek

3.1.2. A Newton-moddszer altalaban

A linearis komplementaritassal valo kapcsolat ad alapot arra, hogy alkalmazzuk a nemlineéris pro-
gramozés eszkozeit? is, példaul a Newton-modszert, nemlineéris egyenletek megoldésara.

Legyen F': R" — R" differencialhato fliggvény, amelynek J(x) Jacobi-matrixa minden x esetén
nemszingularis. A Newton-modszer az F(z) = 0 egyenletet oldja meg iterativ kozelité modszer-
rel, minden lépésben egy hipersikkal kozelitve a fiiggvényt. Formélisan zp,1 = xp + Az, ahol
Ay, = —J(x) L F(21).* Az eljaras konvergal, ha a kezdépont a gydkhely megfelels kérnyezetében
van. Ugyanez a modszer hasznidlhaté minimalizalasi probléméak megoldasara is: ha a g : R" — R
fiiggvényt kell minimalizalni, akkor a Vg(x) = 0 egyenletet oldjuk meg. Ennek megoldéasa szigora
minimum, ha g Hesse-matrixa pozitiv definit, vagyis példaul, ha g szigortan konvex.

Eszrevehetjiik, hogy a Newton-modszer nem kezeli az elgjelmegkotéseket, ezért ezeket mas mo-
don kell megjeleniteni az algoritmusban. Erre szolgélnak az akaddlyfiggvények. Tekintsiik tehat a

kovetkezd definiciot:

3.1.11. Definici6. (Akadalyfiiggvény) Egy ¢ : R, — R differencidlhatd fiigguényt akaddlyfiig-

guénynek (barrier) nevezink, ha lim, o+ ¢(x) = +o00.

Ezzel a definiciéval a

min f(z),  gi(x) = 0V (3.1.43)
feladat
i )+ 3 0l0(2) (3.1.44)

alakban kozelithetd. Jol lathato, hogy a nemnegativitasi feltétel helyett a célfiiggvénybe épitettiik
be az elGjelmegkotést: ha x kozel van a tengelyekhez, akkor a célfiiggvény nagy lesz. Ezzel egy egész
problémacsaladot kaptunk a p paraméter fiiggvényében, ahol p = 0 esetén visszakapjuk az eredeti
feladatot. Természetesen nem varhatd, hogy a paraméteres feladatok p-hoz tartozd megoldasa meg-
egyezzen ez eredeti minimumbhellyel, az azonban mar jogos elvaras, hogy ha p nulldhoz tart, akkor
a paraméteres feladatok megoldasai tartsanak a valodi optimumhoz. A kovetkezs szakaszban ezt az

altalanos gondolatot fejtjiik ki a linearis komplementaritas esetére.

3.2. Szabad paraméterek

A bels6pontos eljarasok szinte kivétel nélkiil a centrdlis utat hasznaljak az optimalis megoldsa

elérésére. Ennek szamtalan modja lehetséges, ezekrsl adunk most egy rovid Osszefoglalédst. Nem

3Ismét utalunk arra, hogy a nemlinedris programozis eredményei sokszor megelézték a linedris programozast:
t6bbszor elsfordult, hogy egy ,ijonnan” felfedezett linearis programozasi algoritmusrol kideriilt, hogy egy rég elfele-
jtett nemlinearis programozasi eljaras speciélis esete.

4A gyakorlatban természetesen nem a matrix inverzét szamitjak ki, hanem a lineéris egyenletrendszert oldjak meg.
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3.2. Szabad paraméterek

célunk mindegyik lehetGség teljes bemutatésa, inkabb csak a {6 irdnyokat jeldljiik ki és a kovetkezd

két fejezetre hagyjuk egy-egy konkrét algoritmus részletes elemzését.

3.2.1. Az algoritmus tipusa

Tobb modon s rendszerezhetjiik az algoritmus-tipusokat. Most a kdvetkezd felosztéast tekintjiik:®
utkovetd, affin skalazasi, illetve potencidlcsokkentd eljarasok.

Az dtkévetd algoritmusok neviikhoz hiven a centralis utat kdvetik. Az elGbbiekben belatott
tétel szerint a centralis Ut limeszpontja optimélis megoldas. Minden iteracioban olyan pontokkal
dolgoznak, amelyek kozel vannak a centralis ut valamely pontjahoz. A dolgozat tovabbi részében
két atkovets eljarast ismertetiink.

Az affin skdldzasu eljarasok més modon miikdodnek. A megengedett megoldasok poliéderét ellip-
szoiddal kozelitik és az ellipszoidon minimalizaljak a célfiiggvényt: ez rendszerint kénnyebb feladat,
mint a poliéderen keresni optimumot. A kapott pont lesz az iterdcidé kovetkezS pontja. Ebbe a
csoportba tartozik a Dikin—modszer.

A potencidlcsékkentd algoritmusok az iteracioé tér pontjaihoz potencialértéket rendelnek. Ez a
fiiggvény olyan, hogy —oo-hez tart, ha az iterdcié tart egy optimélis ponthoz, illetve +oo-hez,
ha tgy tart, hogy a megengedett tartomany hataridhoz, hogy nem optimalis pontot kozelit meg.
Az algoritmusok célja ezen fiiggvény értékének csokkentése. Ebbe a csoportba tartozik a legelsd
bels6pontos modszer a Karmarkar—algoritmus [19] is. Megjegyezziik, hogy a potencialcsokkentd

eljardsok az akadalyfiiggvényeken keresztiil szoros kapcsolatban allnak az utkéveté modszerekkel.

3.2.2. Megengedettség

A bels6pontos modszerek eddigi targyalasanal végig iigyeltiink arra, hogy az iteraciokban kapott
pontok belsé pontok legyenek, vagyis szigoriian megengedett megoldasokon keresztiil kozelitjiik meg
az optimélis megoldast. Az elmélet egy része kiterjeszthet6 azonban arra az esetre is, megengedjiik,
hogy az iteraciok kilépjenek a poliéderbdl, ezek az infeasible, nem megengedett eljarasok. Jelen-
toséglik akkor valik vilagossa, ha felidézziik, hogy a belsGpontos modszerek egyik gyenge pontja

éppen kezdSpont megvalasztasa. A dolgozatban kizarolag feasible eljardsokkal foglalkozunk.

3.2.3. Primal-dual

Mi most csak olyan eljarasokkal foglalkozunk, amelyek a primal-dudl térben, vagyis az (x, s) pontok
terében hajtanak végre iteraciokat. Az elmélet megfogalmazhato csak primal, illetve csak dual val-
tozokkal, azonban az igy kapott eljarasok hatékonysaga és numerikus stabilitasa elmarad a primal-

duéal modszerekétsl.

°Ez a felosztés [14]-ben olvashato.
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3.2. Szabad paraméterek

3.2.4. A tavolsagfiiggvény

Adott (z,s) pont centralitdsdt, vagyis a centralis ut adott p paraméterhez tartozo pontjatol valo
tavolsagat sokféleképpen mérhetjiik. Alapvets elvaras, hogy ez a tavolsag akkor legyen minimélis,
ha az (z,s) pont rajta van a centralis uton, vagyis x - s = pe. Ezt a kovetelményt magaban fi-
gyelembe véve természetes valasztas lenne a ||xs — pe|| tavolsag hasznalata, azonban ennek silyos
hidnyossaga, hogy nem tart végtelenhez, ha x vagy s valamelyik koordinataja kozel keriil 0-hoz.%
Mivel a Newton-rendszerben nem foglalkozunk az elgjelmegkotésekkel, igy ezt is a tavolsagfiigg-
vény helyes megvalasztasaval kell megakadéalyoznunk. Egy masik praktikus valasztas a |jv — v_l||2
tavolsag, amelynek méar nincs meg az el6bb emlitett hidnyossaga. A dolgozat tovabbi részében kiilon-
bo6z6 tulajdonsagu tavolsagfiiggvényekkel fogunk foglalkozni; a tavolsagfiiggvény megvalasztasanak

problémajat részletesebben a 4. fejezetben targyaljuk.

3.2.5. Elérelépés centralis titon

Az atkovetd eljarasokban a dualitasrést a centrélis tton valo el6rehaladassal, vagyis a 1 paraméter

folyamatos csokkentésével minimalizalhatjuk. Itt is tobb lehetfségiink van.

e A p paramétert minden lépésben (1 — 0)pu-re cseréljiik, vagyis rogzitett konstanssal szorzunk.

Ezek a large-update algoritmusok.

e A csokkentés mértéke maga is valtozik, vagyis p helyett (1 — 6,)u-t vesziink, ahol példaul

0, = ﬁ Igy mikodnek a small-update eljarasok.

o Az el6z6 lehetGség egyik valtozata az, amikor a cstkkentés fiigg az algoritmus aktualis itera-

T,z

Furcsa ellentmondés, hogy a gyakorlatban a large-update médszerek miikodnek jobban, mikézben
a small-update eljarasok elméleti komplexitasa jobb: O (\/ﬁlog g) az O (ﬁlognlog g) helyett.
Nyitott kérdés, hogy elérhetG-e a jobb komplexitas a large-update modszerekkel.

3.2.6. A Newton-rendszer és a lépéshossz

A Newton-rendszert arra hasznaljuk, hogy az abbdl adodo (Az, As) iranyba ellépve csokkenteni
tudjuk a centralis uttél valod tavolsdgot. A Newton-rendszer alkalmazésa eredetileg a kovetkezd
egyszer( Otletbdl szarmazik: Adott (z,s) pontbol szeretnénk eljutni olyan (2/,s") = (x + Az, s +

As) pontba, amely mar komplementaris, vagyis ' - ¢ = 0. Ehhez a kovetkez$ rendszert kellene

SEnnek ellenére — kellemes analitikus tulajdonsigai miatt — idénként hasznaljak ezt mértéket.
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3.2. Szabad paraméterek

megoldanunk:
Mz =5
2, s 0
s =0

El6szor relaxaljuk a nemnegativitasi feltételeket, ennek persze az lehet a kovetkezménye, hogy a
kapott (Azx, As) megoldas nem jo, vagyis az (x + Az, s+ As) pont nem lesz megengedett megoldas.
Ezt gy kiiszoboljiik ki, hogy nem a teljes (Az, As) lépést tessziik meg, hanem annak csak a-

szorosat, ahol o < 1. Felhasznalva az (z, s) pontra vonatkozo egyenleteket a kovetkezot kapjuk:

MAz = As
r-s+as-Ar+ar-As+a’AsAzr= 0

Sajnos ez egy kvadratikus egyenletrendszer, igy egzakt megoldasaban altaldban nem reménykedhe-
tiink. A kovetkezs kozelitést alkalmazzuk: elhanyagoljuk az o? AsAxz tagot, ezaltal a kapott megoldés
csak kis « értékek esetén lesz viszonylag pontos. A Newton-rendszer igy csak hozzavetéleges iranyt
ad meg, utana kiilon meg kell hatdroznunk, hogy mennyit 1épiink abba az iranyba, gy hogy a
kapott pont még megengedett megoldas legyen.

A Newton-rendszer alapjat az adta, hogy olyan (2/,s’) pontot kerestiink, amelyre z' - s’ = 0.
Ezt a célt egy lépésben a feltételek relaxacidja miatt nem tudjuk elérni, viszont bizunk abban, hogy
a kapott 0j pont valamilyen értelemben jobb, mint az el6z8, példaul kisebb ra a dualitasrés, vagy
kizelebb van a centralis tithoz. Az ilyen lépést nevezik affin skdldzdsu lépésnek.” Természetesen a
0 helyett mas értéket is megcélozhattunk volna, példaul pe-t, ennek a prediktor korrektor modsz-
ereknél lesz nagy jelentGsége. Végiil aztan az is elképzelhetd, hogy a megoldandé Newton-rendszer
méar nem vezethetG vissza valamilyen megcélozott értékre, vagyis nem a fenti gondolatmenetbdl
kaptuk. Erre fogunk példat latni a 4. fejezetben.

Természetesen a Newton-rendszer egy altaldnosabb, a nemlinearis egyenletek megoldésara
vonatkoz6 elmélet [13| része. Mivel azonban esetiinkben minden tulajdonsigot konnyen tudunk

bizonyitani, nem kell az altalanos elméletre hivatkoznunk.

"Megmutathato, hogy ez az irdny megfelel az affin skdlazdst modszerek (3.2.1. szakasz) esetén az ellipszoidon

felvett optimumnak.
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4. fejezet
Utkovets eljaras onregularis tavolsaggal

Az aldbbiakban példat mutatunk egy olyan klasszikus utkovets eljarasra, amely tetszéleges Pi(k)-
matrix mellett megoldja a linedris komplementaritasi problémét. Az eljaras O(y/nlognlog 2) lépés-
ben olyan megoldast talal, amelynél a dualitasrés legfeljebb . Az eredmény ereje abban rejlik, hogy
tavolsagmeértékek széles osztalya (6nreguléris fiiggvények) esetén garantalhato az eljaras miikodése.
A kovetkez6 szakaszok alapjaul [32] 2-4. fejezete szolgalt, azzal az egyszerisitéssel, hogy mi csak a
lineéris problémat vizsgaljuk.

Tekintsiik tehat a

Mz +q=s
z,5 >0
r-s=0

feladatot, ahol M P,(x) matrix. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a feladatnak létezik szigortan

megengedett megoldasa, vagyis
Fr={(z,s) eRY: Mz +q=s} #0. (4.0.1)

A belsépontos modszerek altalanos targyalasanal mar belattuk, hogy ekkor minden p > 0 esetén
egyértelmiien létezik olyan (x, s) vektor, amelyre Mz+q = s és x-s = pe, vagyis létezik a centralis tt.
Az ilyen eljarasokban szokasos kovetkezd 1épés a tavolsagfiiggvény megadasa, amelynek praktikusan

a kovetkezo tulajdonsagokat kell teljesitenie:
e Legyen minimélis — alkalmasan 0 —, amikor a pont rajta van a centrélis titon.
e A centralis uttol tavolodva tartson a végtelenhez.
o A megengedett tartomany hatarahoz kozeledve tartson a végtelenhez.

Ezeket a fliggvényeket altaldban a v = % valtozo fiiggvényeként adjak meg. Praktikus valasztés,

ha ilyen tulajdonsaga ¥ fiiggvényt U(v) = > " | ¢ (v;) alakban keresiink, hiszen minden koordinatat
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4.1. Onregularis fiiggvények és tulajdonsagaik

egyforman vesziink figyelembe. Kénnyen meggondolhatd, hogy ekkor a fenti harom tulajdonsag
hasonloan atvihetd 1-re is. Ezekbdl a meggondolasokbol, valamint a becslésekhez sziikséges tovabbi

feltételekbsl adodik a kovetkezd szakasz alapjat add definicio.

4.1. Onregularis fiiggvények és tulajdonsagaik

4.1.1. Definicié. (Onregularis fiiggvény) A ¥(t) : R, — R fiigguényt énregularisnak (self-reqular)

nevezziik, ha kétszer folytonosan differencidlhato és kielégiti az aldbbi két feltételt:

SR1 A teljes értelmezési tartomdnydn szigorian konver, a t = 1 pontban globdlis minimuma van,
amelyre (1) = /(1) = 0. Léteznek tovdbb vy > v1 > 0 és p,q > 1 konstansok, hogy minden

t > 0-ra
(P ) <) S (P ). (4.1.1)

SR2 Minden ti,ty > 0-ra ésr € [0, 1]-re

Yty ") < r(ty) + (1 —r)ip(ts). (4.1.2)

Az elsé feltétel annyit kdvetel meg a ¢-r6l, hogy a végtelen és a 0 kozelében megfelelGen novekedjen,
a masodik pedig egy exponenciilis konvexitas jellegti tulajdonsag.
A szokésos modon legyen v =, /% és definialjuk a centralis utat (3.1.6) alapjan. Legyen tovabba

¥ : Ry — R onregularis fiiggvény.! Ekkor a centrélis tittol mért tavolsagot a

W@&M:W@=Zﬂm) (4.1.3)

képlettel definialhatjuk.

Elgszor vizsgaljuk meg, hogy értelmes-e ez a definicio. Egy (z,s) pontpar pontosan akkor van
rajta a centralis uton, ha = - s = pe, vagyis v = e. Ebben az esetben ¥(z,s,u) = 0, s6t — a
¥ fliggvény szigoru konvexitasa miatt — a forditott allitas is igaz. Méasrészt, ha az (x,s) vektor
valamelyik koordinataja ,kozel van” 0-hoz, akkor W(z,s,u) ,nagy lesz”, ami azt jelenti, hogy a
fenti ¥ fliggvény egyszerre biinteti a centralis uttol vald eltavolodast és a megengedett tartomany
hatardhoz valo kozeledést, megfelelve a fent kirott kovetelményeknek. A kétféle biintetés aranyét a

Felmeriilhet még a kérdés, hogy létezik-e egyaltalan onreguléris fiiggvény. Erre kénnyen valas-
zolhatunk, hiszen (1) = ¢/(1) = 0 miatt

wm:]jw@mw (4.1.4)

IBar tételeink bizonyitasanal fel fogjuk hasznalni mindkét tulajdonsagot, fontos megemliteni, hogy ezen fejezet
eredményei abban az esetben is igazak maradnak, ha a 1 fiiggvényrdl csak az SR1 tulajdonsagot tessziik fol, vagyis

tulajdonképpen csak annyit kéveteliink meg a ¥-rél, hogy nulldhoz, illetve végtelenhez tartva megfelelGen névekedjen.
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4.1. Onregularis fiiggvények és tulajdonsagaik

Ha most a v; = 1, = 1 esetet tekintjiik, akkor azt kapjuk, hogy ¢ (t) = tP~! +¢~179, ami az SR1 tu-
lajdonsagnal megkovetelt peremfeltételekkel egyiitt egyértelmiien meghataroz egy ¥ fliggvényt. Ezt
a fliggvényt a tovabbiakban T, ,(t)-vel jeloljiik.? Mivel a fiiggvény konkrét alakjara és derivéltjara

is sziikségiink lesz, ezért most azt is megadjuk:

T,1(t) = b —logt+ 2Lt — 1) (4.1.5)
. p+1_1 1-q_1q _

Yoot = T toe T ot—1), q>1 (4.1.6)
L) — 0y pg

Tyq(t) = P —t55 Vax1 (4.1.7)

Vegyiik észre, hogy Y, ,(t) — Y, 1(t) ha ¢ — 1.
Ha az eddig megismert tavolsagfiiggvényeket vizsgaljuk, akkor azt talaljuk, hogy az

[a=s _eH
I

tavolsdg nem Onregularis (nem biinteti kozvetleniil a megengedett tartoméany hatarahoz vald
kozeledést, mig a ||v — v !||” tavolsag onregularis (p = 1, ¢ = 3). Ez talan szolgalhat némi mag-
yarazattal az utobbi tavolsdggal elérhetd jobb eredményekre.

Tekintsiik most a kovetkezd Newton-rendszert:

MAz = As

(4.1.8)
sAx + xAs = —pvVU(v).
A Newton-rendszerrdl (3.1.2)-ben mondottak értelmében ez a rendszer az
z-s=—pv(V¥(v) —v) (4.1.9)

egyenlet megoldasat kozeliti, ahol a jobb oldal rogzitett.

Mivel M P,(x) matrix, igy a (4.1.8) rendszernek egyértelmien létezik megoldésa.> A rendszer
megoldasaként kapott (Az, As) irAny mentén ugy szeretnénk ellépni az (z(a), s(a)) = (r+aAzx, s+
aAs) pontba, hogy a kapott pont még beliil legyen a megengedett tartoményon. A tovabbiakban
latni fogjuk, hogy ezzel el tudjuk érni azt, hogy a centralis Gttél mért tavolsag csdkkenjen, vagyis
U(z(a),s(a), pn) < ¥(z,s,u).t Amikor ez a tavolsag lecsokken 7 ald, akkor p értékét csokkentjiik,
vagyis el6rébb lépiink a centrélis iton, aztan visszatériink a Newton-rendszerre.

Nézziik a (4.1) abrat és az algoritmus leirasat. Ha az iteracio soran olyan (z, s) pontot kaptunk,
amelyre V(z,s, u) < 7, akkor csokkentjiik a p paramétert. Ha W(z, s, u) > 7, akkor megoldjuk
a (4.1.8) rendszert és meghatarozzuk a o lépéshosszt, ugy, hogy a kapott pont még megengedett

megoldas legyen.® A Newton-rendszert annyiszor oldjuk meg, hogy végiil a kapott pont méar benne

2Valojaban csak annyit lattunk, hogy Y, , kielégiti az SR1 feltételt. A tovdbbi bizonyitasokhoz ez mar elég,
azonban — itt nem részletezett médon — bizonyithato, hogy T, , az SR2 feltételt is teljesiti, vagyis tényleg 6nregularis.

3Tulajdonképpen azt kell beldtni, hogy a (])V([ ’SI) matrix nemszingularis. Ez éppen a (2.4.1) lemma éllitasa.

x-S

4Emlitettiilk mar, hogy a VU fiiggvényt a v = = valtozo fiiggvényeként értelmezziik. A szemléletesség és a
konnyebb érthet6ség érdekében azonban hasznalni fogjuk a W(x,s, u) jeldlést is, ha hangsulyozni kivanjuk, hogy

melyik valtozénak mi az értéke.
SEzen a ponton elmélet és gyakorlat élesen kiilonvalik. A gyakorlatban kozvetleniil keresnek egy ,elég jo”

lépéshosszt, mi viszont a komplexitas elemzésénél megadunk egy konkrét értéket, amelynek pontos kiszdmitésa sokaig

tart, de garantalhato vele a megfelel§ komplexitas.
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4.1. Onregularis fiiggvények és tulajdonsagaik

Algoritmus 4.1 Newton-lépéses utkovets algoritmus

Input:
Pontossag: € > 0
Tavolsag a centralis uttol: 7 > v, !
Frissitési paraméter: 0 < 6 < 1
(29, 5%) és u® = 1, amelyekkel W(z°, s° p°) <7
Output: x és s, amelyekre z7's < ¢
r:i=a" 5:=35% p:=pu°
while nu > € do
p=(1—0)pu
while ¥ (z,s,u) > 7 do
Ax és As kiszamitéasa (4.1.8) alapjan
Az «a lépéshossz kiszamitasa
r:=r4+ alAz, s := s+ als
end while

end while

legyen a centralis at p'-hoz tartozd pontjanak 7-kornyezetében. Az egész iteracioval akkor allunk
meg, ha olyan pontba jutottunk, ahol a dualitasrés kisebb, mint €. A 7 > v; ! feltételre a bizonyitas
miatt van sziikség, mivel azonban onregularis fiiggvény konstansszorosa is 6nregularis, igy ez nem
jelent val6di megszoritast.

A komplexitas elemzése az alabbi lépésekbdl All:°

e Ha olyan (z,s) pontban vagyunk, amelyre W(x,s, ) < 7 és a u paramétert az algoritmusnak

megfelelGen (1 — @)u-re cseréljiik, akkor mennyivel néhet meg a tavolsag, vagyis legfeljebb

6Az itt elmondottak &ltalanos érvényiiek, nem csak erre a konkrét algoritmusra vonatkoznak.

V(' s )<t ,

(x + alz, s + als) U(x,8,1) <T

4.1. abra. Utkovets eljaras miikédése
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4.2. El6relépés a centralis titon

mennyivel térhet el U(z, s, pu) és ¥(x,s, (1 —0)u).

e Ha olyan (z,s) pontban vagyunk, amelyre W(x,s,u) > 7, akkor egy Newton-lépés soran
mennyivel csokken a tavolsig, vagyis — alkalmas o valasztasa esetén — mennyivel lehet kisebb
W(a(a), s(a), 1), mint U(z,s, ).

A kovetkez6 szakaszokban elGszor az elsG kérdést vizsgaljuk, majd megadunk egy konkrét o
lépéshosszt, és megbecsiiljiik mennyivel csokken a tavolsag egy akkora lépésnél. Ezen eredmények

birtokdAban mar meg tudjuk adni az eljaras lépésszamat.

4.2. Eloérelépés a centralis titon

Legyenek vy, vy, p és q az Onregularis fiiggvény (4.1.1) definiciojaban szereplé konstansok, o :=
IV (v)||. Ebben a szakaszban azt fogjuk vizsgilni, hogy mennyivel és hogyan véltozik meg a tavol-
sag, ha a centralis uton u értékét csokkentjiik, vagyis W (x, s, p)-t és W(x, s, (1 — 0)u)-t hasonlitjuk

ossze. A v valtozoval megfogalmazva ez ezt jelenti, hogy W (v)-t és \I/(\/f_—g)—t hasonlitjuk Ossze.

Adodik tehat, hogy elég W(¥v)-vel foglalkozni. Elgszor tekintsiik az egyvaltozos esetet:

4.2.1. Lemma. Ha v dnreqularis a vy, v, p, q konstansokkal, akkor minden ¥ > 1 esetén igaz, hogy

D(0t) < (wﬁw) £) + 9T (9)7/ 2015 (E) + 11 g (0 ) (4.2.1)

141

Bizonyitas: ElGszor tekintsiik azt az esetet, amikor ¥t < 1, ekkor ¢ > 1 miatt ¢t < 1, vagyis t <
vt < 1. A o fiiggvény szigora konvexitasa miatt ¢ (9t) < 1(t), vagyis az egyenlGtlenség trividlisan
teljestil.

A masik esetben legyen vt > 1 és tegyiik fel el6szor, hogy t < 1. Ekkor 1 < 9t < 9, igy
Y(dt) < 1/1( ) < VQT (19) vagyis készen Vagyunk Elég tehéat azt az esetet vizsgalni, amikor ¢ > 1.

T,z

ez utobbi mennyiségre adunk felsé becslést. Az T, , fuggveny konkret alakjat felhasznalva kapjuk,

hogy:

p(p+1) q(g—1) Pq
1 a1 p— PP+l gyl
_ g ( + + P 1)) T Gl e

T,,(0t) = (Wt—1) =

plp+1) qlg—1)  pq p(p+1)
p—q@-—9v"1 o -1 91 p—gq
* pq ( 1)+p(p+1) +Q(q—1) " W=1)=

p+1 __ _ _ 9l—gq
— ﬁliqu,q<t> + (q?erl . ﬂlfq)t 1 + (p Q) (19 v )

plp+1) pq (0= 1)+ Ypq(9)
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4.2. El6relépés a centralis titon

Hasznaljuk fel, hogy

W) = (P ) > vmax {0 = vy max {1,070 (4.2.2)
miatt ) @b(t)
—(t—1)< 2 4.2.3
St=1 < (4.2.3)
és

P —1 t—1<w(t)
pp+1)  p T own
Ezek segitségével tovabb irhatjuk a becslést:

(4.2.4)

t—1
Xy00) < 00T, 0 + (074 = 070) (Tl + 2) 4

p—q =079 _
o (t—1)+Tp0) =

19p+1 _ 191*q _ 9 — ﬁl*q
= 9P, (1) + — (t—1)+ (v Q)(pq )

-1 1—-971
+ ) (t—1)+7,,0) =

p q
= 07 (6) 0T, (D) (= 1) + Xy (0)

+

(t - 1) + Tp,q(ﬁ) =

=P, (1) + 9 (

Az SR1 feltételt kétszer integralva kapjuk, hogy barmely (t) 6nreguléris fiiggvényre:

t s t s
= //1/1”(z)dzds > //l/l(zpl + 27 1) dzds = Vl//T” =1171,,(t), (4.2.5)
11 11

ahol p, q és 11 az SRI1 feltételben szerepld allandok, illetve hasznaljuk a (4.2.3) becslést. fgy:

29(t
T, (0t) < 191’“1/;( ) + 97, ,(9) 1?/( ) + 7, 4(0) (4.2.6)
1 1
Ebbdl ¢(9t) < 15T, ,(0t) figyelembe vételével kapjuk a lemma allitasat. [ |

4.2.2. Kovetkezmény. Az eldzd lemma feltételei mellett léteznek vs, vy > 0 csak p,q-tol fliggd
konstansok, hogy minden ¥ € [1,1 4+ v3] esetén

Vz Vy

DIt < (¢(t> (0 — D)2 (t) + 1 (9 — 1)2> . (4.2.7)

n
Bizonyitas: A 'Hospital-szabély segitségével konnyen ki tudjuk szamitani az alabbi hatarértékeket:

Tpo(?) " T, (V) . T ,(9) . =1 4 9—1-a

P17 iMoo 1) am 2 2 =1 (4.2.8)
és / (19) " 19) ,&(ﬁp 1 _1_19 1 q)
lim —22 2 = Jim — 20 — Jip — 2, (4.2.9)
9—1 9—1 9—1 v—1 1




4.2. El6relépés a centralis titon

ahol felhasznaltuk az T, ,(9) fiiggvény derivaltjara vonatkozo (4.1.5) Osszefiiggéseket. Emiatt

léteznek vz és vy pozitiv konstansok, hogy minden ¢ € [1,1 + v3] esetén
P <y, 9T (9) Swva(9— 1), Tpe(d) <va(9—1)2 (4.2.10)

Ezeket a becsléseket a lemmaba helyettesitve kapjuk az allitast. |

A kapott becslések természetes moédon atvihetdk a tobbvaltozos esetre is az alabbi formaban:

4.2.3. Lemma. Legyen ¥(v) =>_"  ¥(v;), Ekkor

o)< 2 (4.2.11)
_1
vmin = (1422) (4.2.12)
vnar > (14+22)” (4.2.13)
Vi

Tovdbbd, ha Vyee > 1 €S Vi < 1, akkor

1
P _1)2 4 1)2\ 2
o 2 Vl ((Umax ) + (vmzn ) ) . (4214)

Minden ¥ > 1 esetén

V(o) < el (ﬁp“\lf( + 97, ,(9)/ 201 W (v) + nin T o > (4.2.15)

11

és minden ¥ € (1,1 + v3] mellett

W) < 24 (\IJ('U) + (0 = 1)/ 200 T (0) + nun (0 — 1)2) , (4.2.16)

141

ahol a v3, vy konstansok megegyeznek az eqyvdltozds lemmdban szerepld konstansokkal.
Bizonyitas: Az els6 egyenlGtlenséghez hasznaljuk fel, hogy
V() > v (P ) > 1, (4.2.17)

igy

= jjw”(z)dzds < ylll/tl/slﬂ”(s)w”(z)dzds =

= [ ) — s = 502 (1218)

Ebbdl 6sszegzéssel kapjuk a kivant becslést. A masodik becsléshez ¢ < 1 esetén:

t t

t
= /@D"(s)ds <un /(sp_l + 517 ds < Vl/S_l_qu = %(1 —t79). (4.2.19)
1

1 1
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

)

Tekintsiik a v vektor koordinatait. Ha v; < 1 akkor [¢'(v;)| = 2 (v;? — 1), ha pedig v; > 1,

akkor ugyanez az egyenlGtlenség azért teljesiil, mert a jobb oldala negativ. Vegyiik észre, hogy

o = [I[VU ()l = /2o, ¢'(v)* = [9/(v)?), igy:

o> [0 (v)?] > %(v-_q —1) Vi, (4.2.20)

2

ahonnan egyszeri atrendezéssel kapjuk a méasodik becslést. A harmadik egyenlétlenség hasonl6an
bizonyithato.
A negyedik egyenlgtlenség a méasodik és a harmadik 6sszevonasa, az utolso kettd pedig a (4.2.1)
lemma tobbvaltozos alakja. Ezzel mindegyik egyenlGtlenséget belattuk. |
Ezen becslések segitségével tudjuk megbecsiilni, hogy mennyivel n§ a tavolsag, mikozben a p
paraméter helyett (1 — 0)u-t vesziink, vagyis hogyan viszonyul egymashoz W(v) és \If(ﬁ) A

(4.2.15) eredménybe ¥ = ﬁ—t helyettesitve kapjuk, hogy

N

(4.2.21)

Y VT / _1 2nT B
\Ij < 1 _I'V T 1—9 2 —+nV "r 1_9 )
( (1 — 9)) - Vl(l . e)szr 2 p,q( ) 1/1(1 — 9) 2 p,q( )

4.3. Kozeledés a centralis uthoz

A tovabbiakban azt vizsgéljuk, hogy egy Newton-lépés soran mennyit tudunk kozeledni a centralis
tthoz, vagyis rogzitett p mellett  és s valtoztatasaval csokkentjiik W(v)-t. Ehhez egy Newton-tipusi

rendszert oldunk meg, nevezetesen:

MAz = As
(4.3.1)
sAz + xAs = —uv VU (v).
Legyen z(a) = x + oAz, s(a) = s+ als és v(a) = x(a)lf(o‘). Vezessiik be a szokdsos skalazasi
parameétereket:
d, = EAm, ds = “As. (4.3.2)
x s
Ezekkel a jelolésekkel rendszeriink a kévetkez6 alakban irhato:
Aydy = ds,  dy +dy = —VU(v), (4.3.3)

ahol Ay = pVS™TMV S~ Az aldbbi becslések konnyen kovetkeznek a P, (k) matrixok alaptulaj-

donsagaibol és a (2.4.3) lemmabol:

4.3.1. Lemma. Legyen Ax és As a (4.3.1) rendszer megolddsa, d,, ds pedig az dtskdldzott (4.3.3)

rendszeré. Ekkor igazak az aldbbiak:

(a) —ko? < Bz hs — T < 152
N

=

(b) llds - dill o = 3 | Az - As|, < (1 + K)o
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

(C) ||d:c||2 + ||ds||2 = ||d1‘ + ds”2 - de:ds S (1 + 2/43)0’2

(d) [o7 Az = [lo ' dy]| < 1 |lda|| < Vg
(e) [ls~ As| = [lv1dy|| < = ||dy]| < Y24

Bizonyitas: A (d) és az (e) pont trividlisan kovetkezik (c)-bdl. A (c)-hez vegyiik észre, hogy
[de + dsl| = | =V (v)[| = o, fgy:

do|” + [|ds||® = ||de + ds||* — 2d7d, < 0% 4 2k0% = (1 4 2K)0> (4.3.4)

ahol az alkalmazott egyenl6tlenség az (a) pont bal oldala. A (b) allitas egyszert kovetkezménye (a)-
nak a normdk kozotti egyenltlenségek felhasznalasaval. Az (a) pont elsé egyenldtlensége ekvivalens

azzal, hogy M P.(k) métrix — ez a (2.4.3) lemma allitasa —, a masodikhoz pedig hasznéljuk fel, hogy

. ’ a 2 ’
barmilyen a,b € R esetén ab < %, igy:
- — ([da]i + [ds)s)* o
des: d,;[ds]; < ([“—“:_ 4.3.
=3 ladlal < 3R - (43.5)
Ezzel a lemma minden allitasat belattuk. |

Legyen

Umin
~ — ] ]_7 - , 3
o = Imin { I H} (4 6)

ekkor az el6z6 lemma (d) és (e) pontja miatt minden o € [0,&) esetén x + aAx > 0, vagyis a
maximalis megengedett 1épéshosszra igaz, hogy amax > @. Ez azonban még nem elég a bizonyitashoz,
ergsebb eredményre van sziikségiink.

Azt akarjuk megvizsgalni, hogy mennyivel csokken a tévolsag egy 1épés utan, vagyis a g(a) =

U(v(a)) — U(v) figgvényt vizsgaljuk. A kovetkezd tétel igaz:

4.3.2. Tétel. Ha V(v) > v, akkor

gla’) < — (201) "5 W(0) 5 (4.3.7)

ahol az o lépéshossz az
0= -1+« ((vmax + av30)’ + (Vmin — owga)_q) ) (4.3.8)

egyenlet megolddsaként dll eld, a C konstans pedig

2

21/2(1+2H)(V1+p)1‘rl/1\/1+2/i(p 1) (1+l/1)(2V2(1+2n)(u1}i-q)+1/1\/1+2/$(q+1)) (439)

kozil a kisebbik.
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

Bizonyitas: (Peng, [32]) Az SR2 feltétel felhasznalasaval” a g(«) fiiggvényre az alabbi becslés

irhato:
o(0) = 3 (vtule) = v(0) = —¥(0)+ Y- (o) <
< —w() + Z( +ald])? (o +ald)? <
< W)+ % Zl (w(vz + afdy]) + ¢(v; + aldy); )). (4.3.10)
Definialjuk a _
pi(a) = (v + ald;) (4.3.11)
ri(a) == (v + alda];) (4.3.12)
folytonosan differencialhaté fiiggvényeket. Ekkor:
pi@) = 9i(0) + ap(0) + / 2(0))ds (4.3.13)

Elemi szamolassal a kovetkez6 egyenl&ségeket kapjuk az egyenletben szereplé mennyiségekre:

¢i(0) = ¥(v;) (4.3.14)
pi(a) = Y (v + aldyi)[dy; (4.3.15)
@i (0) = ¥ (v)dsli. (4.3.16)

Ezeket beirva a fenti egyenletbe kapjuk, hogy

(i + ald;) = ¥(vy) + o’ (v:)[ds]; + #(0) ) ds. (4.3.17)

o\

Hasonlban: .

(v + aldy];) = ¥(v) + a (v;)[dy]i + / (r;(s) — r;(o))ds. (4.3.18)

0

TAz egész bizonyitds soran ez az egyetlen hely, ahol az SR2 feltételt hasznaljuk. Valéjaban itt sem lenne ra
szitkség, mivel bonyolultabb szdmolas aran az SR1 feltételbdl is hasonlé becslést tudnénk levezetni. A részletek
[32]-ben talalhatok meg.
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

Az utébbi két egyenlGséget az ¢ indexekre Gsszegezve kapjuk, hogy

i(l/’(vﬂra[ ])+¢(Uz+oz[d])> —

=1

—ZM +a2w v:)[ds + d; +/( r;<o>+¢;<s>—so;<o>))ds=
= U(v) — a|[VU()| +/(Z( 0) + #(s) — £}(0) >ds:

ahol

g1(a :—a02+/(
5 1

1=

$) = 11(0)) + (#l(s) - ¢;<o>)) ds (4.3.20)

A kovetkezSkben becslést adunk az r(a) és a ¢)(«) derivaltakra, ehhez sziikségiink lesz az alabbi
lemmara:

4.3.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy V(v) dnrequldris, & pedig legyen a min{l,”—ﬂ} képlettel
definidlva. Ekkor:

(7 Az, s As)|| = [|(vTdy, 07| <

Qi =

<V1+2w (1 + ﬂ) " (4.3.21)

151

Bizonyitas: A (4.3.1) lemma (b) pontjat és a (4.2.3) lemmat felhasznalva kapjuk, hogy

(7 Az, s As)|| = H(v’ldx,vflds | <

\/1 2 ¢
< LIl + g2 < D2 \/71+2/4<1+?/—0)  (43.22)
1

Umln

Ezzel a lemmat belattuk. O

Most mar megfogalmazhatjuk a becslést:

4.3.4. Lemma. Legyen V(v) dnreguldris, o € (0,&). Ekkor:

max {" (v; + aldu]i), " (vi + aldsli)} < vaw(a), (4.3.23)
ahol
w(a) = (Umax + aax/ﬂ)pl + (vmin — aa@) - :
i (TQ(@) - 7’2(0)) + i (902(@) - 902(0)> < avy(1+ 2K)0°w(a). (4.3.24)
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

Bizonyitas: Az el6bb bizonyitott lemma miatt a (0, @) intervallumban 16v6 o szamokra

(v+ ald.],v + alds]) > 0, (4.3.25)

igy irhatjuk, hogy
(v + aldy)i) < ve (0 + aldy])’ ™+ (v + ald,]i) ") (4.3.26)
(v +aldy)s) < ve (v + aldy))” ™+ (v +aldg) ) (4.3.27)

Felhasznélva, hogy a (4.3.1) lemma (c) pontja miatt

a|dy]| < acV1+ 2k (4.3.28)
allds]] < aovV1+ 2k (4.3.29)

kapjuk a lemma els§ allitasat.
A masodik allitas bizonyitasahoz hasznaljuk fel a ¢ fiiggvény derivaltjara vonatkozo (4.3.14)

képleteket és a differencidlszamitas kozépértéktételét:

zn: <¢;(a) B ('0;(0)> - En: <¢/ (vi + alds;) [ds]; — w'(vi)[ds]i> -

i=1 i=1
n

_ Z ¢/ ?JZ + Ot ]) 7,0/(17@) [ds]? _ Zwu (Uz’ + Xi[ds]z') a[ds]?7 (4,3.30)

=1

ahol 0 < x < ae, vagyis x; € (0, @), fgy alkalmazhaté a mar bizonyitott elsé egyenlStlenség:®

> (¢ll) ) < Zw” v+ vild) ald)? <

=1
n

< avaw(@) Y [di)} = avw(a) ||d|* (4.3.31)

i=1
A masik tagra ehhez hasonl6 modszerrel kaphatjuk meg a
S~ (ri(@) = (0)) < avpe(a) | (13.32)
i=1

becslést. Ismét haszndlva a (4.3.1) lemma (c¢) pontjat kapjuk, hogy

i (%(a) - 'r2<0>) + Z (so;<a> - so;<0>) < avpw(a) (|| do* + [|dsl|*) <

i=1 i=1

< avpw(a)(1 + 2k)o?. (4.3.33)

8Megjegyezziik, hogy ennél erdsebb becslés is adhatd, ez azonban nem befolyasolja a komplexitasi eredmény

nagysagrendjét.
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

Ezzel a lemma masodik allitasat is belattuk. O

Végeredményben azt kaptuk, hogy

ala) = —ac*+ (Z (i)~ ) + 32 (it0) - 902(0)>) s <

0

< —aoc® 4 (1 + 2/<G>I/20'2/Sw(8)ds =: go(a). (4.3.34)
0

A go(a) fiiggvény kétszer folytonosan differencialhaté a [0, @) intervallumon. A derivaltak:

gh(a) = —0* + (1 + 2K)reoaw(a) (4.3.35)
g5 () = (14 2K)150° (w(a) + aw'(a)) > 0 (4.3.36)

Az els§ derivalt vizsgalataval meggy6zGdhetiink rola, hogy ¢'(0) < 0 és ¢'(a) pozitiv az & kis
kornyezetében. A méasodik derivalt pozitivitasa miatt go(«) szigortian konvex a [0, @) intervallumon,
igy a minimumét vagy az intervallum szélén 1év6 & pontban, vagy valamilyen kozbiilsé a* helyen

veszi f0l. Egy ilyen o* pontban az elsé derivalt sziikségképpen 0, igy o az

p—1 —q—1
0=—-1+(1+ 2/{)1@@[ <vmax + aocv1 + 2/1) + (’Umin —aovV1+ 2/-@) ] (4.3.37)

egyenlet egyértelmi megoldasa. Két esetet kiilonboztetiink meg: ha o > &, akkor a (4.3.3) lemma
alsd becslést szolgaltat a*-ra. A nehezebb eset az, ha a* < @, ezzel foglalkozunk a tovabbiakban.

Az egyenlet gyokének becsléséhez sziikségiink lesz a kovetkezG lemmaéra:

4.3.5. Lemma. Legyenek p > 1 és vy > 0 rdgzitett konstansok.
Ha t, a t(1+t)P~t = v egyenlet egyértelmii megolddsa, akkor

P
ly > ———— 4.3.38
L+7(p—1) ( )
Midsrészt, ha t, € (0,1) a t(1 —t)""P =~ egyenlet eqyértelmi gydke, akkor
Y
ty > —F—— 4.3.39
“1+9(p+1) ( )
Bizonyitas: A paraméterekre tett megkdtések miatt ¢, > 0 teljesiil, igy
1
(1+t)P =~ <1 + t—) > 1. (4.3.40)
atrendezve az egyenletet:
z oyt — v oyt — !
P — P —
b — (7+1) 1o (LM) 1> (_M) 1
Ly 7+ Vs pY + pis
te — ts
S it >0, (4.3.41)

(p— 1)(y + 7ts) + s
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

ahol felhasznaltuk a v + ~vt, — t. pozitivitasat, illetve az
(1-t)*<1l—at Ya,t €10,1] (4.3.42)
egyenlGtlenséget. Tekintsiik most a
h(t) =+ —1) + (1 +yp—1) =)t —7=0 (4.3.43)

egyenletet. Behelyettesitéssel meggy&z6dhetiink rola, hogy az egyenlet két gyoke:
i

t1=—-1;, to=—"—"7——=>0. 4.3.44
' i+ -1) ( )
Ellenérizhetd, hogy

h(t.) >0, (4.3.45)

igy t. pozitivitdsa miatt

g

ty >ty = ————| 4.3.46
— I+ ( )

by
1—ts

t(1+t)P = (4 b Tt ! p—t(l t) Pt = (4.3.47)
T1-4, 1-t.) 1-t.\1-¢) U " =7 e

Alkalmazzuk az elsé allitast a kapott egyenletre:

vagyis megkaptuk az els6 allitast. A masodikhoz vezessiik be a ¢ = 1j valtozot, amellyel

v

t> , 4.3.48
T 1l4p ( )
vagyis
t Tiap v
t, = _ > = ) 4.3.49
I+t 7 1+ 1+9(+1) ( )
Ezzel a lemma mindkét allitasat belattuk. U

Most mar meg tudjuk becsiilni a*-ot az a* < @& esetben is. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy
U(v) > vyt és, hogy vmax > 1. Tekintsiik az

1 p—1

wi(a) = —5 + (1 4 2K)1na <Umax + acV1+ 2/4:) =0 (4.3.50)
és az . .
.

wo(ar) = 3 + (1 4+ 2K) 1« (vmin —aov1+ 25) =0 (4.3.51)

egyenleteket. A bal oldalon allo wi(a) és wy(ar) fiiggvények novekviek, igy az egyenleteknek

egyértelmd megoldasuk van, jelolje ezeket rendre aj és aj. Vezessiik be a

; :a\/1+2m _ V142K (4352)
! Umax n 2(1 + 2K)vaUhax o

jeloléseket. Ezekkel az els6 egyenlet
tl(l + tl)p_l =M (4353)
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

alakban irhato. Alkalmazva az el6z6 lemma els6 becslését kapjuk, hogy

7

ty > —m . 4.3.54
Tl -1 (4354
Atalakitas utan irhatjuk, hogy
s V1 VUmax Umax >
o =
"ol —D))WT 26 201+ 26)vathax 4+ (p — D)ov/T+ 26
> ! >
2(1 4+ 2r)vavhax + (p — 1)ov1 + 2k
> 2 >
T 214 28)(th +po) + V14 26(p — 1o —
7 o' (4.3.55)

>
T 2(1 4+ 2r) (1 +p) + V14 2k(p— 1)

ahol az egyenl6tlenségek rendre vyae > 1, a (4.3.1) lemma (c) pontja és ¥(v) > vy miatt o > 1
kovetkezményei.

A masik egyenlet esetén hasonlo eljaréssal kapjuk, hogy

vl PES)

(14 11) (2(1 + 26)v2(1 + @) + V1 + 2k(g + 1)) 7

*
oy >

(4.3.56)

Definici6 szerint az w(a*) = 0 egyenlet ekvivalens az wy(a*) + we(a*) = 0 egyenlettel, igy a* >
min {af, o}

Osszesitve az eddigi eredményeket azt kapjuk, hogy a W(v) > vt és vpay > 1 feltételek mellett
a (4.3.37) egyenlet egyértelmi o, megoldasara:

a, > Co "7, (4.3.57)
ahol
. v v?
¢ =min {21/2(1+2/€)(l/1+p)1+l/1\/1+2/£(p71)7 (1+1/1)(2u2(1+2n)(u1irq)+1/1\/1+2/£(q+1))} : (4.3.58)

Ezen becslés birtokdban mar kénnyen befejezhetjiik a tétel bizonyitasat. Sziikségiink lesz a kovetkezd

apr6 lemmara:
4.3.6. Lemma. Tegyiik fel, hogy h(t) kétszer differencidlhaté konvex fiigguény, amelyre
h(0) =0, #K'(0)<O0. (4.3.59)

Tegyiik fel tovdbbd, hogy h(t)-nek globdlis minimuma van a t. > 0 pontban és hogy h”(t) monoton
novekvd figguény. Ekkor ¥Vt € [0,t.] esetén

(4.3.60)
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4.3. Kozeledés a centralis uthoz

Bizonyitas: Mivel h(0) = 0, igy

t

h(t) = / 1(s)ds = I (0)¢ + j / B (z)dzds < R(0)t + / s (s)ds =

0 0

t

= W(0)t + [sh'(s)], — / K (s)ds < W(0)t — h(t), (4.3.61)

0

ahonnan atrendezés utan kapjuk a kivant allitast. U

Idézziink fel néhény definiciot és eredményt a szakasz elejérdl:

g0 = 3 (b04(0) — 6(w)) < %) + 53 (000 + ald) + 00 + ald))) =

i=1 i=1
1 1
= —5U() + 5(a), (4.3.62
ahol
g1 (a) = —ao? —|—/ <Z (r;(s) —r (O)) + (goi(s) — @2(0))) ds <
0 =1
< —ac®+ (1+ QR)VQJQ/sw(s)dS =: go(), (4.3.63)
0
és . )
p— —q-
w(a) = (’Umax + aov1+ 2/4;) + (vmin —aoV1+ 2/@') ) (4.3.64)
A go() fiiggvény teljesiti a lemma feltételeit, igy
/ 0 2
2g(a*) < g1(a”) < go(a™) < 9ol )oz* =2 o (4.3.65)

Irjuk be ebbe az egyenlétlenségbe az imént kapott (4.3.57) eredményt, igy kapjuk a bizonyitando
tételben szereplé becslést, miszerint

—0? 2 g

g(a”) < Ta* < C%G ¢ = —

g—1
o 4

=~ Q

(4.3.66)
Tekintsiik a (4.2.3) lemma els¢ allitasat:
o> \/20,0(v). (4.3.67)
Ezt felhasznalva kapjuk a tétel masodik egyenlGtlenségét:
——oT < —=(21) = U(v)w . (4.3.68)

Ezzel a tételt belattuk. |
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4.4. Komplexitas

4.3.7. Megjegyzés. Fontos hangsilyozni, hogy a megadott o lépéshossz nem feltétlentil optimadlis,
de a késdbbi bizonyitisokhoz mdr ennyi is elég. A gyakorlatban dltaldban nem eldre régzitett o-
t haszndlnak, hanem valamilyen egydimenzids optimalizdlasi (line-search) mddszerrel kizvetlendil

keresnek alkalmas lépéshosszt.

Erdemes megnézni, hogy mit ad a fenti eredmény az egyszeriibb esetekben. Ha példaul x =

0, vagyis az M matrix pozitiv szemidefinit és tavolsagnak valamelyik kanonikus Y, , fliggvényt

valasztjuk, akkor C' = min {3#, #} Konkrétan a mar sokat emlitett ||v — v™||* tavolsag esetén
p+1’7 6¢+6

(p=1,q=3) ezC:i—edad.

4.4. Komplexitas

Az el6z6 szakaszok eredményei alapjan konnyen meg tudjuk adni az eljaras lépésszamat. A végleges

eredmény a kovetkezd alakot 6lti:

4.4.1. Tétel. Ha 7 > vy', akkor nem tobb, mint

8q(201) = w |1, n
m(@/}g(@,ﬂ n)) qw [5 log E-‘ , (4.4.1)

lépésben olyan megolddst kapunk, amelyre a dualitdsrés e-ndl kisebb, aholo(0,7,n) a (4.2.21) egyen-
lotlenség jobb oldala, vagyis

UoT 2nt

F Y (1-6)72 Yy, (1—6)72. (4.4.2)

9 S A— o
Yolb,7,n) n(l—6)= ’ v(1—0)

Bizonyitas: Két dolgot kell megvizsalnunk:

Az (z9, S0, ) pontbol indulva hanyszor kell elérelépni a centrélis tton, hogy a kivant pontossagot

elérjiik.

Ha az algoritmus soran ¥(z, s, 1) > 7, akkor legfeljebb hany Newton—lépés sziikséges ahhoz, hogy
végiil (2, s’ ) < T legyen.

Az els6 ponthoz gondoljuk meg, hogy ha az algoritmus a pg = 1 értékrél indul és minden lépésben

w helyett (1 — 0)pu-t vesziink, akkor %k lépés utan a
(1—0)npy <e (4.4.3)
feltételt kell vizsgalnunk. Logaritmust véve:

klog(l — ) + log(nuo) < loge, (4.4.4)
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4.4. Komplexitas

amibdl atrendezés utan, felhasznéalva, hogy —log(1 — 6) > 6 kapjuk, hogy

nflo

kO > log(nug) — loge = log —, (4.4.5)
€
vagyis legfeljebb (% log %W alkalommal kell a p paraméter értékét csokkenteni.
Az mésodik ponthoz tekintsiik az aldbbi technikai lemmat:
4.4.2. Lemma. Legyen t; > 0 olyan sorozat, amelyre
tenn <ty —Bt), B3>0,v€[0,1), k=0,1,.... k. (4.4.6)
Ekkor
k { fo " W (4.4.7)
E<|————]|, A.
B —7)
sdt, ha valamely régzitett p > 0 esetén t, > p, akkor
=y p17-‘
E< | —t—|. 4.4.8
{ B —7) (448)
Bizonyitas: Vegyiik észre, hogy ha 5 > t(l)_v, akkor
tl S to - Btz S to - to - 0, (449)

vagyis legfeljebb csak a k = 0 érték johet szoba, arra viszont trividlisan teljesiilnek az egyenlGtlen-
ségek. A tovabbiakban tehat feltessziik, hogy 0 < § < t(lfw. Ha a k-adik lépésben még teljesiilnek
az egyenlGtlenségek, akkor

_ _ _ _ 1\ 1—
< (=BT =t (1-67") T <

<t T(1-BL- ) =t = B(1—7), (44.10)
ahol felhasznaltuk a sorozatra vonatkozo6 feltételt valamint az
(1-t)*<1—at, Vtel01] (4.4.11)

egyenlGtlenséget. Ez azt jelenti, hogy t, 7 értéke minden lépésben legfeljebb 3(1 — )-val csckken.
Ezt atrendezve kapjuk az allitasokat. U

A (4.2) szakaszban belattuk, hogy a centralis uton p-rél (1 — 0)u-re lépve a V(z,s, (1 — 0)u)
tavolsag kisebb lesz, mint 1¢o(0,7,n). Annyi Newton—lépést kell tenniink, hogy a tavolsag kisebb
legyen, mint 7. A (4.3) szakaszban aztan megmutattuk, hogy talalhato olyan lépéshossz, amellyel egy
Newton—lépés soran a tavolsdgesokkenés legalabb %(21/1)%\1/(1))%. Tekintsiik most a ¢, = U(vy)
sorozatot, ahol a v, pontokat az egymas utan kivekezé Newton—lépésekbdl kapjuk. Az elmondottak
értelmében:

C

g—1 g=1
tk+1 = \I/(Uk-H) S \If(Uk) — Z(2V1)T‘J\P(’U) 2¢ = tk — ﬂtz, (4412)
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4.5. Altalanosités

ahol o .
a=1 q—
_ Yo _a—t 4.4.13
és tudjuk, hogy to = V(vg) < 1o(0,7,n). Legyen p = 7, ekkor az imént belatott lemma masodik

allitasat alkalmazva kapjuk, hogy

-y _ 1-xy - -2 T \

q—1 _1 - w0(977—7 n) 2
B(1—7) Cm)E (1- 451 Clg+1)

A kapott két 1épésszam (4.4.14 és 4.4.5) szorzata adja a tételben szerepls becslést. Ezzel a tételt
belattuk. [ |

Legyen most 6 € (0,1) konstans, és 7 = O(n), ¢ = logn, p > 1 konstans. Ekkor a vy (6,7,n)
mennyiség a definici6ja alapjan O(n) nagysagrend, igy az algoritmus lépésszama O(y/nlognlog 2).
Jelen pillanatban ez a legjobb lépésszambecslés a large-update algoritmusok kozott a P, (k) linearis
komplementaritasi feladatra, s6t a linearis programozasi feladatra is. A gyakorlati alkalmazésokat
tekintve ezek az algoritmusok a leghatékonyabbak, bar a small-update modszerek elméleti komplex-
itasa jobb.

[tt is megnézhetjiik, hogy milyen eredmény jon ki az el6z6 szakaszban emlitett specidlis esetek-

ben. Ha az T, , fiiggvényt tekintjiik & = 0 mellett, akkor a kévetkezd felsé becslést kapjuk:

8¢ gt 1 n
[q+—1 max {3p + 1,6q + 6} (¢o(0,7,n)) -‘ {6 log 8-‘ : (4.4.15)

4.5. Altalanositas

Amint azt mar a bevezetében emlitettiik, a fejezet eredményei atvihetGk az egészen altalanos kom-

plementaritasi problémakra is:
f(x) >0, >0, =z-f(x)=0, (4.5.1)

ahol x € R", f : R" — R" Az ilyen problémak (mint példaul a variacios egyenlGtlenségek) a
gyakorlati élet szamtalan teriiletén el6fordulnak. Az altalanositas alapjaul a kovetkezd definicio és

tétel szolgal:

4.5.1. Definici6. (P.(r) leképezés) Egy f : R™ — R" leképezést P,(k) leképezésnek neveziink, ha
minden x # y € R™ mellett érvényes, hogy

(1+4r) > (@ =) (filw) = fi(y) + Y (@ — w) (fi(x) = fily)) = 0, (4.5.2)

ahol
TL = {i: (2 — ) (fi(x) = fi(y) > 0}
Il = i (i —y)(filw) = fily) < 0}




4.5. Altalanosités

4.5.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy f : R" — R™ folytonosan differencidlhato. Ekkor [ pontosan akkor
P.(k) leképezés, ha V f(x) minden x € R"™ mellett P,(k) mdtriz.

Az — egyébkeént elég hosszadalmas — bizonyitasok megtalalhatok [32]-ben.

4.5.3. Megjegyzés. A tételbdl is ldtszik, de a definicick alapjdn is meggondolhatd, hogy eqy linedris
f(x) = Mz + q figgvény pontosan akkor P.(k) leképezés, ha M P,(k) mdtriz.

4.5.4. Megjegyzés. A nemlinedris komplementaritisi feladatok megolddsdhoz dltaldban szikség

van az f fligguényre vonatkozdan valamilyen Lipschitz—jellegd simasdgi feltételre is.

Mindezen feltételek mellett a nemlinearis komplementaritasi feladatra a most bemutatottal meg-

egyez6 komplexitasi eredményt tudunk igazolni.
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5. fejezet

A Mizuno —Todd — Ye prediktor-korrektor

algoritmus

A prediktor-korrektor-modszerek alapgondolata Mehrotra nevéhez [29] fiz6dik, a prediktor—
korrektor kifejezést pedig Mizuno, Todd és Ye hasznaltak el6szor 1993-ban publikalt cikkiikben [30].
A modszer alapotlete nem az optimalizalas témakorébsl szarmazik, hasonlé modszereket hasznal-
nak a parcidlis differencidlegyenletek numerikus megoldasainal is. Kiilon érdekessége az eljarasnak,
hogy nem sorolhat6 be a hagyoményos small update/large update (1. 3.2.5. szakasz) eljarasok kozeé,
hanem tn. adaptiv modszer. Komplexitasa a jelenleg ismert legjobb eredmény a bels6pontos mod-
szerek kozott. Az eredeti algoritmust tobben altalanositottak, egyszeriisitették: a bevezets rész utan
most egy ilyen altalanositast mutatunk be. A targyalas folyamatossagat megérizendd a labjegyzetek-
ben vilagitunk r& az eredeti modszertsl vald eltérésekre. Részletesen kitériink arra is, hogy milyen

altalanositési lehetGségeket rejt még magaban ez a téma.

5.1. A Mizuno—Todd — Ye algoritmus

Az eredeti algoritmus alabbi altalanositasa Florian Potra eredménye [34]. *

Tekintsiik az alabbi probléméat, ahol M pozitiv szemidefinit? méatrix:

Mz +q=s (5.1.1)
>0, s>0 (5.1.2)
s-x =0, (5.1.3)

Jelolje F = {(oc, s)ERY Mz +q=s,2,5> O} a megengedett megoldasok halmazat, F, =

1 Jeloléseink eltérnek Potra jeldléseitsl, mi inkabb a belsépontos moédszerek elméletében szokésos jeldléseket alka-

Imazzuk.
2Az eredeti MTY-algoritmus csak ferdén szimmetrikus métrixokkal foglalkozott, vagyis szigortan csak az LP

feladatot oldotta meg. A pozitiv szemidefinit komplementaritdsi probléma viszont méar magaban foglalja pl. a

kvadratikus programorast is.
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5.1. A Mizuno —Todd —Ye algoritmus

U(x,s,pu) <T

5.1. &bra. A Mizuno —Todd - Ye prediktor-korrektor algoritmus

{(z,s) € F:a-s=0} az optimalis (komplementaris) megoldasok halmazat és F, = F(R?" a

feladat megengedett belsé pontjainak halmazat. Definialjuk a centralis utat a szokasos modon:
C=A{(x,s,p): (z,s) € F,u>0,2-5=pe}. (5.1.4)

Tekintsiik az F, : R — R™ F, : (z,s) — [Aﬁ;__s“fq] fiiggvényt, ekkor a centralis ut éppen az
F,(z,s) = 0 egyenlet megoldashalmaza.

Definiadljuk a centralis attol mért tavolsagot a gyakran hasznalt

U(v) = |[jv— v_1H2 (5.1.5)

képlettel, ahol v =, /£2 (I pl. [35]). Legyen 7 és 7’ olyan, hogy 0 < 7 < 7/ < 3/2%, ezzel a két

paraméterrel adjuk meg a két kornyezetet.® Ilyen szamokat akkor tudunk talalni, ha

VT

T < , 5.1.6
Ve (>16)

ahonnan négyzetreemelés utan a
™4+ 277 - 16 <0 (5.1.7)

egyenlGtlenség adodik. Ezt megoldva és a megoldashoz hozzavéve, hogy 7 > 0, kapjuk, hogy 0 <
T <VVIT—1~1,767.

Az eljaras mikodése a (5.1) abran kovethetd. Indulasként olyan (x,s) pontot valasztunk, ame-
lyre W(x,s,u) < 7, vagyis az (z,s) pont benne van a centralis ut p értékhez tartozé pontjanak
T-kornyezetében. Innen — egy Newton-lépéssel — olyan (z/,s’) pontba jutunk, amely legfeljebb 7/

tavolsagra van a centralis ut egy p’ pontjatol, ahol p/ < p.

SEredetileg itt a d(v) = [[v? — eH2 tavolsag szerepelt a 0,25 és 0,5 kornyezeti paraméterekkel. Kénnyen 1athato,
hogy ezek rendre benne vannak a 0,29 és 0,71 altal definialt U-kdrnyezetben, ezzel sikeriilt nagyobb kornyezetre
kiterjeszteni az algoritmust.
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5.1. A Mizuno —Todd —Ye algoritmus

Algoritmus 5.1 A Mizuno—Todd - Ye prediktor—korrektor algoritmus

Input:
Pontossag: € > 0
T és 7' kornyezeti paraméterek, amelyekre 0 < 7 < 7' < %
(29, 5% 1u®) kezdSpont, amelyre ¥(z°, s%, u°) < 1
k:=0
while z7s > ¢ do
(2,8, 1) — (%, 5", u¥)
PREDIKTOR-LEPES
Ax és As meghatarozéasa (5.1.9) alapjan
az « lépéshossz meghatarozasa
¥=x+4+alAr, s =s+als, ' =(1—-a)u
— U, s ) <7
KORREKTOR-LEPES
Az’ és As’ meghatarozéasa (5.1.22) alapjan
xt =2+ A2, st =5+ A5, ut =y
(21, s+ Ry (2t st )
- Ut st,ut) <7t
k:=k+1
end while

Output: (z,s), amelyre 27s < e
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5.1. A Mizuno —Todd —Ye algoritmus

A korrektor lépésben arra toreksziink, hogy bejussunk a y’ pont 7-kérnyezetébe. Ehhez szintén
csak egy? Newton-lépésre lesz sziikségiink. Ezek utan az iteracié kezdddik elolrsl, amig valamilyen

megallasi kritérium nem teljesiil.

5.1.1. A prediktor lépés
Tekintsiink egy olyan (x, s) pontot az algoritmus miikodése soran, amelyre

U(x,s,pu) <T. (5.1.8)
Ekkor az alabbi Newton-rendszert oldjuk meg:

MAz = As (5.1.9)
rAs + sAzx = —xs (5.1.10)

Ez egy klasszikus affin skilazéasu 1épés, és mivel az M matrix pozitiv szemidefinit, ezért egyértelmten

létezik a (Az, As) megoldas. Ezek utan az o paramétert a lehets legnagyobbra vélasztjuk:
a =max {a’ € [0,1] : Vo' € [0,a°], ¥(z(a), s(e), u(a')) < 7'}, (5.1.11)

igy biztositani tudjuk, hogy a prediktor lépésben kapott (z’,s’) pont benne lesz a centralis tut

(1 — a)u-hoz tartozo pontjanak 7" kornyezetében.

a2

Legyen tehat z(a) = x + oAz, s(a) = s + alAs és p(a) = (1 — a)p és vezessiik be a ¢ = &=

11—«
jelolést. A prediktor lépésben kapott pont tévolsiagara a kovetkezs igaz:
2
W (ala), stahn(e) = /5 - /e |
n 2 n n
_ \/xi(a)si(a) N \/ () ) _ pla) o o @il@)sia)
iz:; ( .L"(a) Ii(a)si(a) — mz(a)sz(a) ; M(a)
— i (]' B OZ),[; o+ i (]. - Ol)l'iSi + OZ2AI‘Z'ASZ‘ .
— (1 —a)zsi + oAz As; — (1—a)p
_ n m Con Zn: x;8; + QOAJ/’ZASZ _
— xS + pAx;As; — 1
- 1 D xS = e Ax;As; u pAx;As;
— —9 ~ P (51,12
; TiS; ne ; 1 ; x;8i(xi8; + pAx;As;) + ; 1 ( )
vagyis
U (z(a), s(a), p(a)) = U (x, s, 1) + f(o), (5.1.13)

4Miznuo, Todd és Ye eredeti algoritmusidban csak annyi volt garantalhatd, hogy néhany korrektor 1épés elég. Az

eredmény a maga idejében mégis Gjnak szamitott, mivel elétte nem voltak ismertek ilyen becslések.
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5.1. A Mizuno —Todd —Ye algoritmus

ahol

. Azx- A

p= . S, q= L (5.1.14)
0 I
- Pqi
flp) = gelq— _ . 5.1.15
() izlpz'(pi‘HOQz) ( )
Az f fiiggvény csak az
1=100,¢), @zmin{%:qi <o} (5.1.16)
qi

intervallumon értelmezhetd, hiszen itt garantalhato, hogy (z(a), s(«)) belsé pont lesz. A masodik

derivalt:
n

o) =3 —

S} 5.1.17
i1 (pi + qi)? ( )

ha ¢ € I, vagyis f szigortian konvex I-n. Mivel f(0) =0 és lim,_.s f(¢) = 00, ezért az

flp) =77 = W2z, 5, 1) (5.1.18)

egyenletnek egyértelmiien 1étezik megoldésa /-n. A megoldast p*-gal jeldlve:

05*2

1—aof

= o*, (5.1.19)

vagyis a* = LN\;%' Err6l az értékrol az alabbi allitas mondhato:
5.1.1. Allitas. Az igy kapott o, vagyis az f (%) =72 —W2(z,s, 1) egyenlet egyértelmi megolddsa
a prediktor lépésben megtehetd legnagyobb lépéshossz.

Bizonyitas: Konnyen lathato, hogy ennél nagyobb mar nem lehet, mert akkor W?(z', s, i/) > 7. Az
is trivialis, hogy Mz () = s(a) teljesiil. A megengedettség bizonyitasahoz mar csak azt kell latnunk,
hogy z(c/),s(a) > 0, Va' € [0,a]. Tegyiik fel indirekt modon, hogy létezik olyan o’ € [0, al,

amelyre ez nem teljesiil, vagyis z(a’) - s(a/) = 0. Ekkor

li_I)Ill U (x(a), s(a), p(a)) = oo, (5.1.20)
ami ellentmond annak, hogy
U?(z(a), s(a), p(a)) = Vi (z,s, 1) + f(a) < 0o (5.1.21)

Ezzel belattuk, hogy a fent definidlt o a megengedett legnagyobb 1épéshossz, amelyre még az is
teljesiil, hogy ¥?(z(a), s(a), p(a)) < 7. [ ]
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5.1. A Mizuno —Todd —Ye algoritmus

5.1.2. A korrektor lépés

A prediktor 1épésben olyan (2, s') pontot kaptunk, amelyre U?(z/, s', /) < 7/. Célunk most az, hogy
a centralis ut 7'-kornyezetébdl visszatérjiink a 7-kornyezetbe, és utana folytassuk az iteraciot egy

prediktor lépéssel. A kovetkez6 Newton-rendszert oldjuk meg:

MAz' = As' (5.1.22)
T'As' + §'Ax’ = ple — o' (5.1.23)

Legyen (x7,sT) = (2/ + Az/, s’ + As'). Vizsgaljuk a U?(z™, s*, u") tavolsagot, ahol u™ = p/ =
(1 —a)p.

n nootet
\112 + + + .5t IU’ _ 2n + x’i Si —
R e By o v
_Z__Q +Zw:

W+ AxAs! w

s Az As]
et B —— 1 et
2 (w T+ AzAS, ) i Z i

_ i —AziAs; +i AziAs; i (AzjAs)? @
WA ATAs, = S+ ATAs) S l+q

a7 q;
_ -t Z T (5.1.24)

1 4
iEI+ + qz el ?

ahol bevezettiik a ¢ = A””MM jelolést, az Z, és Z_ indexhalmazokat pedig ¢, elGjele szerint

definialjuk. Becsiiljiik most a vektorokat a |||, norma segitségével:

q'l| o gl |qz 2 ||q/||oo
(ot st pt) <Y et Z =N, (5.1.25)

1+l || =l ~ 1= Nell% &

ahol az utolso egyenlGtlenségnél kihasznaltuk, hogy M pozitiv definitsége miatt

Yo=Y G+ a>0 (5.1.26)
=1

€Ty i€T_

A tovabbiakhoz tekintsiik az alabbi lemmat:

5.1.2. Lemma. Legyen M € R"™™" pozitiv szemidefinit mdtriz, a € R" tetszdleges vektor. Ekkor az

MAx = As (5.1.27)
rAs+sArz = a (5.1.28)
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5.1. A Mizuno —Todd —Ye algoritmus

Newton-rendszer barmely (Ax, As) megolddsdra teljesiil, hogy

Z AzAs; < 1|(z- 5)_1/2a||§ (5.1.29)

i€Z;

1Az - As, < Y|z -s)" ] (5.1.30)

|Az - Asl|, < 3 H(m-s)*lﬂa”; (5.1.31)
< \/ig H(:p

|Az - Asl|, < - 8)” 1/2@”2, (5.1.32)

ahol T, = {i : Az;As; > 0}.

Bizonyitas: M pozitiv szemidefinitsége miatt elég az els§ egyenlGtlenséget igazolnunk, a tobbi
ennek egyszert kovetkezménye. Osszuk el a Newton-rendszer masodik egyenletét \/x - s-sel. Ezzel

az alabbi rendszert kapjuk:

DAz + D 'As = \/% (5.1.33)
ahol D pozitiv diagonalis matrix. Ekkor az ¢ € 7 koordinatakra:
2
Ezeket Gsszeadva kapjuk a kivant allitast. |
A lemmét az a = p'e — 2’ valasztassal alkalmazva kapjuk, hogy
we—a' - z's'
o< ¥ < g |2 <w2x S (6139)
1€Ty x "8
mivel p/ < 1. Ezt beirva a fenti (5.1.25) becslésbe kapjuk, hogy:
\II ( N + ) 21114(1,/ g M/) - 27_/4 (5 . 36)
5 T 16— WA, 8 w) T 16 — 74 o
Hasznaljuk ki a 7/-re tett 7/ < ;% kikoteést, igy:
o 14 2<—4—2ﬁ >4 2.16 2
V1242 - 107
U2 (st ot < = =7’ 5.1.37
( S 7“)—16_7_/4—16_ 2/7 4 16(T2+2>—1672 T, ( )
Vs

vagyis tényleg visszajutottunk a kisebb kérnyezetbe. Ebb6l — a prediktor 1épésnél leirtakhoz hason-

loan — konnyen kovetkezik, hogy az (z7, s1) pont szigorian megengedett megoldas.

5.1.3. Komplexitas

Az algoritmus komplexitdsanak elemzéséhez a prediktor 1épésben szereplé o lépéshosszra kell also

becslést adnunk. A prediktor lépésrdl szol6 részben lattuk, hogy a az f(p) = 72— W?(x, s, 1) egyenlet
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5.1. A Mizuno —Todd —Ye algoritmus

egyértelmi megoldasabol® szamolhato az o = m képlettel. Tekintsiik most az f fliiggvényt
csak a [0, Zﬁm“np } intervallumon, ami sziikebb, mint az eredeti [O min {‘ A 7 }] intervallum.

A kovetkezd lemmat fogjuk hasznalni:

5.1.3. Lemma. Ha V?(x,s,p) < 27}, akkor

<< L4+n++2n+n% (5.1.38)
1+77+\/277+77

Bizonyitas: Legyen v a £ tetsz6leges komponense, példaul az els§ és legyen I illetve 3 a tobbi

komponensbdl allo n — 1 dimenziés vektor. Ekkor:

XiSi

1 n
—2(n—1)—2+—+
(n—1)—2+- ;M

277>\112(3cs,u)—1/+zx8

1 1
zy—2+;+w%@smzy—2+; (5.1.39)
Ebbdl a kovetkezé masodfoki egyenlGtlenséget kapjuk:
V2 —2(1+n)v+1<0, (5.1.40)

ahonnan adédik a lemma allitésa. |

A lemmaéat n = é esetén alkalmazva kapjuk, hogy

L < minp < ], <m(r) (5.1.41)
—_— min T ..
m(T) > P> |Pllo = )
ahol
7_2 7—4
m(r) =1+ 5+ T2 + R (5.1.42)

A lényegi eredményt a kovetkez6 allitas tartalmazza:

5.1.4. Allitas. Minden ¢ € [0, 3minp:| esetén igaz, hogy

STl
Y @ (5.1.43)

iEI+

m7'2
ahol h(T) =8 ( (5) - nml(T)2>'

Bizonyitas: A definici6 miatt nyilvanvalo, hogy

1
ZW’O_ pﬁ%) Z%(l_ p@+<pql)>+

1€Ty
1
e e ED I )-
= p+wz = 12l (Pl + 2 llallo)
1
—Zwm@—. : >.@m®
= minp (minp — ¢ [l¢ )

>A ¢ érték ¢ pontossiggal kiszdmithato O(logloge) idsben [33].
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5.1. A Mizuno —Todd —Ye algoritmus

Az M matrix pozitiv szemidefinit, igy:
>a= Y al. (5.1.45)
€Ty ieT_

vagyis D,z |qi| helyett >, 7 g¢;-t véve tovabbi felss becslést kapunk. Hasznéljuk fel még a (5.1.41)

eredményt és azt, hogy az f fiiggvény sztikebb értelmezési tartomanyan ¢ ||g||., < 2 minp:

1 1
HOEDS <minp<mmp— ellall) Il (el + quloo>> "=

l€I+
1 1
ggo[ L _ ]zqz_

g(mmp) 12l o (HPHOO +3 mmp

m(T)2
< E 14
=8¢ ( 5 11m(r ) ¢ (5.1.46)

Z€I+

Ezzel a lemma allitasat belattuk. |
A lemma erejét az adja, hogy az f fiiggvényt feliilr6l tudjuk becsiilni egy egyenessel, ezaltal — f
konvexitasa miatt — alsé becslést tudunk adni f(p) = 7% — U?(z, s, u) gyokére.

5.1.5. Kévetkezmény. Az f(p) = 77 — U2(x,s,1) egyenlet egyértelmi ¢ megolddsdra teljesiil,

hogy
2 \112
© > ¢ :=min { T (2, 5, u), 3 } . (5.1.47)

WT) Dier, @ 8m(7) llallo

Bizonyitas: Az minimumban szerepl§ elsG tag a lineéaris becslésbdl, a mésodik pedig az f fliggvény
értelmezési tartomanyara tett megszoritasbol szarmazik. |

Vizsgaljuk most meg a becslésben szereplé mennyiségeket:

5.1.6. Lemma. ® Legyen q = %, ahol Ax és As a (5.1.9) rendszer megolddsai. Ekkor

Sa<gm (%) (5.1.48)

€T
-

o < Z (%) : (5.1.49)

Bizonyitas: A (5.1.3) lemmahoz hasonloan igazolhat6, hogy ha ¥?(z, s, u) < 27, akkor

1 1 T 2 2 2
_ <4ty —"+"—2:m( —”>. (5.1.50)
m(/ngy) 141 /QZU+?T§ n n n o n n
A korrektor 1épésnél hasznalt (5.1.2) lemméat az a = —xs esetben hasznélva kapjuk, hogy
1 T
Z Ax;As; < 1 H\/stz = %, (5.1.51)
i€l

SEz a lemma hib4san szerepel a mar emlitett [34] cikkben.
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5.1. A Mizuno —Todd —Ye algoritmus

vagyis

3 <ITS<”m(T) (5.1.52)

g < — < - — . 1.

1€l H 4 \/ﬁ

A masik egyenlGtlenség hasonloan lathato be. |
Ezeket az eredményeket az (5.1.47) becslésbe beirva és figyelembe véve, hogy W?(z,s,u) < 7

kapjuk, hogy

. 4 (TP =72 3 4~
0> > ————min : = : (5.1.53)
A ¢ értékbdl konnyen visszaszamolhatjuk a megfelel6 o értéket:

_ 2 4
i s VQ"D s (5.1.54)

(0%

ami az @-nek novekvd fiiggvénye, vagyis a p-re kapott alsd becslés atvihets a-ra is. Az eredmények

a kovetkezs tételben foglalhatok Gssze:

5.1.7. Tétel. A prediktor lépésben megtehetd legnagyobb lépéshosszra igaz, hogy

a> == (5.1.55)

ahol

Xo=2 [—" \/ T4 —T (5.1.56)
ot W@ ()

Bizonyitas: A tétel bizonyitasahoz mar csak x,, korlatossagat kell belatni. Az m fiiggvény defini-

korldtos mennyiség.

civjabol adodoan

m (%) N (5.1.57)

ha n — oo, igy

2 _ 12 3

hr) ’8m<¢>} -0

Ezzel a tételt belattuk. [ ]

/
Xo — 2/7 = 24/ min {T (5.1.58)

5.1.8. Megjegyzés. Az alkalmazott kézelités egyszeriisége ellenére jelenleg ez a legjobb aszimp-

totikus also becslés az affin skdldzdsu iranyhoz tartozo lépéshosszra a pozitiv szemidefinit esetben.

Az algoritmus iteracioszamanak becslését az teszi kiilondsen egyszeriivé, hogy a prediktor és a
korrektor lépésben is csak egy 1épésre van sziikség, igy csak azt kell kiszamolnunk, hogy a centralis

uton hanyat kell 1épniink, vagyis hanyszor frissitjiik a p paramétert. Legyen az algoritmus olyan,
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5.2. Altalanositasi lehetdségek

hogy po = 1, ekkor a k-adik iteracioban a dualitasrés n(1 — a)*. Igy ekvivalens atalakitasokkal

irhatjuk, hogy:

n(l—a) <e

logn + klog(l — a) < loge,

ahonnan a minimalis iteracioszamra kapjuk, hogy

log & log £ log 2 1
k:[LF LT b R P R (5.1.59)
log(1 — «) log(1 — \/—ﬁ) —log(1 — \/—ﬁ) = €

vagyis a Mizuno—Todd — Ye-algoritmus lépésszama O (\/ﬁlog g) nagysagrend. Ez a ma ismert

legjobb lépésszambecslés a linearis (kvadratikus) programozasi feladatra.

5.2. Altalanositasi lehet&ségek

Amint azt mar a bevezetGben is emlitettiik, a bels6pontos modszerek legnagyobb ereje a sokoldala
altalanosithatosag. Az el6z6 fejezetben mutattunk példat olyan eljarésra, amely a P, (k)-lineéris
komplementaritasi feladatot oldja meg tetszdleges Onregularis tavolsagfiiggvény mellett. Azt is
lattuk, hogy az eredeti Mizuno—Todd—-Ye algoritmus a tavolsdgfiiggvény cseréje altal nagyobb
kérnyezetben tud mikodni, igy jobb eredményt tud elérni. Felmeriil tehat a kérdés, hogy lehet-e a
MTY algoritmust tovabb altaldnositani. Tébb kérdés meriilhet fel:

A legtermészetesebb kérdés az, hogy miikodik-e az algoritmus P, (k) matrixok esetén is. A fenti
bizonyitasban az M maétrix pozitiv szemidefinitségét lényegében csak a prediktor 1épés hosszé-
nak becslésekor hasznéltuk, ebbdl tudtuk bizonyitani, hogy az algoritmus polinomialis. Ez azt je-
lenti, hogy a MTY algoritmus alkalmazhat6 a P, (k) esetre is, valtoztatni esetleg csak a kornyezeti
paramétereken kell és nem garantalt a polinomialis komplexitas sem. Ezen javitani két modon lehet.
Az egyik, hogy a sziikséges becsléseket belatjuk P, (k) matrixokra is, a masik, hogy az algoritmust
valtoztatjuk meg. Ha visszaidézziik az eljaras lépéseit, akkor latjuk, hogy két helyen valtoztathatunk:
a Newton-rendszereken, vagy a tavolsagfiiggvényen.

A Newton-rendszerek altalanosan elfogadott és hatékony eszkozei a belsGpontos modszerek
elméletének. Tobb kutato [18, 32| foglalkozott azzal, hogy a kiilonb6z6 alakokkal milyen eredmények
érhetdk el. Alkalmasan véalasztott rendszerek esetén az elemzés konnyebbé valhat. Hasonl6 a helyzet
a tavolsagfiiggvény esetén is. Lattuk, hogy a fenti altalanositas alapgondolata az volt, hogy a ||v — e||
tavolsag helyett a v/v — v=1 tavolsagot hasznaltuk, ezaltal valtozatlan komplexitaseredmény mellett
nagyobb koérnyezetben miikodott az algoritmus. Ez utébbi tavolsag onreguléris fiiggvénybdl szar-
mazik, igy természetes a kérdés, hogy mas onreguléris fiiggvényekkel milyen eredmények érhetGk
el.

Végiil a MTY-algoritmust egészen altalanos forméban is megfogalmazhatjuk (1. az (5.2) al-

goritmust). Lathato, hogy a prediktor és a korrektor lépésben két kiilonb6z6 tavolsagfiiggvényt,
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5.2. Altalanositasi lehetdségek

Algoritmus 5.2 Altalanositott prediktor-korrektor algoritmus vazlata

Input:
Pontossag: € > 0
Vored €8 Weorr tavolsagtiiggvények
T és 7' kornyezeti paraméterek
(29, 8%, u°) kezdGpont, amelyre W,,.q(z°, % u°) < 7
k:=0
while z7s > ¢ do
(@, 5, 1) (¥, 5%, u¥)
PREDIKTOR-LEPES
Az és As és az « lépéshossz meghatarozasa
¥=z+alr, s =s+als, ' =(1—a)u
s W (o, 5 ) < 7
KORREKTOR-LEPES
Az’ és As' és az o lépéshossz meghatarozasa
xt =2+ A7, st =5+ As', ut =y
et s ) < 7
(91, sFH ) (2t st pt)
k:=k+1
end while

Output: (z,s), amelyre 27s <

vagyis tulajdonképpen két kiillonb6z6 kornyezetet hasznalunk. Ezéltal konnyebbé valhat a Newton-

rendszerek kezelése, viszont bonyolultabb lesz a két kornyezet Gsszehasonlitasa.
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6. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban 0Gsszefoglaltuk a bels6pontos modszerek megértéséhez és elemzéséhez sziikséges
alapvets elméletet.

A 2. fejezetben megmutattuk, hogy a linearis és a kvadratikus optimalizalasi feladatok megfogal-
mazhatok P, (k)-linearis komplementaritasi problémaként. A fejezet tovabbi részében (2.3. szakasz)
megvizsgaltuk a P.(k) matrixok legfontosabb tulajdonsagait.

A 3. fejezetben bemutattuk a bels6pontos modszerek kulcselemeit: a belsépontos feltételt ((3.1.1)
definicio), a centralis utat ((3.1.6) definicié és (3.1.8) tétel), a Newton-rendszert (3.1.2. szakasz) és
az akadalyfiiggvényeket ((3.1.11) definici6), majd részletesen elemeztiik a centralis Gt és az opti-
malis megoldashalmaz tulajdonsagait ((3.1.2) tétel és kovetkezményei). A fejezet tovabbi részében
kiilonb6z6 szempontok szerint réviden sorra vettiik a lehetséges algoritmusokat. Roviden kitértiink
az elmélet és a gyakorlat kozotti kiilonbségekre is.

A 4. fejezetben egy klasszikus utkovets eljarast ismertettiink a P, (x)-linearis komplementaritasi
feladatra. Bevezettiik az onregularis fiiggvényeket ((4.1.1) definicio) és megvizsgaltuk alapvets tu-
lajdonsagaikat. Részletesen elemeztiik az algoritmus komplexitasat altalanos és specidlis esetekben,
tetszéleges Onregularis tavolsagfiiggvény mellett. Kitértiink a nemlinearis komplementaritasi felada-
tra valo altalanositas lehet&ségére is (4.5. szakasz). A levezetett komplexitasi eredmény a ma ismert
legjobb a large-update algoritmusok (3.2.5. szakasz) kozott.

A 5. fejezetben egy prediktor—korrektor modszert, a Mizuno—Todd — Ye-algoritmus altaldnosi-
tott valtozatat targyaltuk a pozitiv szemidefinit komplementaritasi feladatra. A prediktor (5.1.1. sza-
kasz) és a korrektor (5.1.2. szakasz) lépés vizsgalata utan részletesen elemeztiik az algoritmus kom-
plexitasat (5.1.3. szakasz). Az itt kapott komplexitasi eredmény a ma ismert legjobb a belsépontos
eljarasok kozott.

Az elmélet mellett a fontos definiciokat, tételeket egyszeri példaval, abraval is illusztraltuk.
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Koszonetnyilvanitas

Koszonet illeti témavezetémet, Illés Tibort, aki bevezetett engem a bels6pontos modszerek vilagaba,
és minden szakmai segitséget megadott a szakdolgozat megirasahoz.

A dolgozat elkészitését részben tamogatta az ETIK.
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